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Voorwoord

In de delen 7A en 7B wordt een aantal technieken besproken en
toegelicht, die men gewoonlijk samenvat onder de naam dynamische
programmering. Zij zijn ontwikkeld voor het oplossen van beslis-
singsproblemen, waarin van de beslisser wordt verwacht dat hij in
een tijdsbestek een reeks van beslissingen neemt; beslissingen, die
niet onafhankelijk van elkaar beschouwd mogen worden.

In deel 7A worden situaties in beschouwing genomen, waarin
slechts een eindig aantal beslissingen genomen mag worden. ‘

In deel 7B wordt daarentegen aandacht besteed aan beslissings-

situaties met een onbegrensd aantal beslissingstijdstippen.

De schrijver is bijzonder dankbaar voor de kritiek en de sug-
gesties die hij van de heren Ir.P.J. WEEDA en Drs.H.C. TIJMS mocht

ontvangen.






1. Inleiding.
In dit deel zullen wij ons voornamelijk gaan bezighouden met het

zg. meer-stapsbeslissingsprobleem. In de syllabus "Inleiding tot de

mathematische besliskunde' (zie deel 5; blz.21) hebben wij onderscheid

gemaakt tussen één-stapsbeslissingsproblemen en meer-stapsbeslissings-

problemen. Wij stelden dat in een één-stapsbeslissingsprobleem de
beslisser slechts één maal behoeft te beslissen. In een meer-staps-
beslissingsprobleem daarentegen wordt van hem verwacht, dat hij in een
tijdsbestek een reeks beslissingen neemt. Het één-stapsbeslissings-
probleem werd toegelicht met behulp van het volgende voorbeeld (zie
deel 5; blz.6 e.v.):

Voorbeeld 1.1

Een fabrikant wil een veevoeder op de markt brengen, dat verkregen
wordt door een groot aantal grondstoffen in een geschikte verhouding te
mengen. In tabel 1.1 vindt men behalve de gedeeltelijke samenstelling

van de grondstoffen ook hun prijzen vermeld.

Tabel 1.1

Gegevens over beschikbare grondstoffen

verteer- ruwe | prijs in
% vocht| baar ruw| eiwit ::: i::; cel- | guldens
eiwit stof | /100 kg
rogge 9,5 6,6 7,9 | 1,2 49,7 1,7 22,75
milocorn 8,5 5,7 7,4 | 2,3]52,1| 2,4 22,35
paardebonen 10,0 15,4 17,5 1,0| 46,9| 5,6 30,25
sojaschroot 8,1 29,8 33,0 0,6} 48,9 4,5 38,25
cocoskoeken 7,1 11,8 14,0 7,0 54,7 | 11,5 32,50
palmpitschroot 8,1 12,7 13,2 1,8| 43,0 18,0 26,50
negerzaadschilfers 7,3 20,2 22,8 3,6| 41,7] 12,2 32,50

Aan de samenstelling van het veevoeder zijn enkele eisen gesteld. Deze

restricties worden aangegeven in tabel 1.2.




Eisen opgelegd oan de samenstelling van het veevoeder
ingrediénten maximaal % minimaal %
rogge 20,0
milocorn 15,0
paardebonen 7,0
sojaschroot 5,0
cocoskoeken 2,0
palmpitschroot 8,0
negerzaadschilfers 10,0
eiwit 14,7
verteerbaar ruw eiwit 12,0
vocht 7,6
zetmeel 42,0
ruwe vezels 8,4
vet 2,1

De mengverhouding zal nu zo moeten worden gekozen dat bijv. het
totale eiwitgehalte, resulterend uit de diverse bijdragen, minimaal
14,7% is. Op overeenkomstige wijze zullen ook de overige eisen aan de
samenstelling van het veevoeder (tabel 1.2) beperkingen opleggen.

Uiteraard zal men trachten het produkt met de hiervddr aangegeven
eigenschappen zo goedkoop mogelijk te produceren. De ondernemer wil,
rekening houdend met de prijzen der grondstoffen, dié mengverhouding
kiezen, waarbij tegen zo laag mogelijke totaalkosten aan grondstoffen
een produkt met de vereiste eigenschappen wordt verkregen.

Heeft de ondernemer de gewenste samenstelling eenmaal bepaald, dan
is het probleem opgelost. Een één-stapsbeslissingsprobleem dus!

Dit zelfde probleem wordt echter een meer-stapsbeslissingsprobleem,
wanneer men aan de probleemstelling toevoegt:

"De ondernemer koopt elke vrijdag zoveel grondstoffen in als nodig is
voor de produktie in de komende week. Zowel de samenstelling van de

grondstoffen als de prijzen wijzigen zich van week tot week''.



Uit deze uitbreiding van de probleemstelling volgt dat de ondernemer in
een tijdsbestek een reeks van recepten moet ontwerpen. Bijgevolg zoekt
hij naar de oplossing van een meer-stapsbeslissingsprobleem. Aangezien
hij echter elke vrijdag zoveel grondstoffen inkoopt als nodig is voor
één weekproduktie, zullen de opeenvolgende beslissingen elkander niet
beinvloeden. Het op deze wijze verkregen meer-stapsbeslissingsprobleem
is dus eigenlijk niets anders dan een veelvoud van één-stapsbeslissings-
problemen; nl. iedere vrijdag één één-stapsbeslissingsprobleem.
Een "echt" meer-stapsbeslissingsprobleem ontstaat pas als de ondernemer
bij de inkoop niet alleen kijkt naar de directe behoeften, maar ook de
verwachte prijsontwikkeling in zijn beschouwingen betrekt. Naast de
samenstelling van het veevoeder voor de komende week, dient hij tevens
vast te stellen hoeveel om speculatieve redenen moet worden ingekocht.
Dit heeft tot gevolg dat toekomstige recepten en inkooppakketten mede
bepaald zullen worden door de voorraden, die nu worden aangelegd. Bij-
gevolg zal de beslisser, als hij tenminste optimaal te werk wil gaan,
zijn opeenvolgende beslissingen niet onafhankelijk van elkander kunnen
kiezen. Het is deze afhankelijkheid, die een opdeling in één-stapsbe-
slissingsproblemen uitsluit. Dit wil nog niet zeggen dat een meer-staps-
beslissingsprobleem van dit type niet op een andere wijze herleid kan
worden tot een één-stapsbeslissingsprobleem.

Met behulp van een voorbeeld zullen wij laten zien, dat dit laatste

soms wel mogelijk is.

Voorbeeld 1,2
Een chemische industrie heeft een contract afgesloten met één van
zijn cliénten. In het contract staat, dat de fabriek zich verplicht tot

a) levering van d, kg. abaraat op i februari a.s.,

1
" d2 kg. " » 1 maart a.s,,
" d3 kg. " w 1 april a.s.;

b) levering van het duurdere benesol tegen de voor abaraat geldende

prijs als het onder a) toegezegde niet kan worden nagekomen,

Nu geldt dat benesol altijd in voorraad is, terwijl abaraat speciaal

voor de cliént zal moeten worden gefabriceerd. Het produktieniveau van



aba raat kan allecen aan het begin van iedere maand worden veranderd.
Elke verandcring brengt kosten mct zich mee. Voor het geval dat het
niveau wordt omgeschakeld van X' aaar X" bedragen de extra kosten

2

(1.1) o, &' - x")

waarbij al een bekende constante is.

Op de afleveringstijdstippen kunnen zich nu de volgende situaties

voordoen:

1) de vraag naar abaraat is groter dan de aanwezige hoeveelheid. Dit
betekent, dat het verschil V tussen de aanwezige en de gevraagde
hoeveelheid abaraat negatief is. Als gevolg hiervan moet er dus

benesol bijgeleverd worden.

2) de vraag naar abaraat is kleiner dan de aanwezige hoeveelheid. Het
verschil V tussen de aanwezige en de gevraagde hoeveelheid abaraat

zal nu positief zijn. Er blijft dus abaraat over.

Als vraag en aanbod niet gelijk zijn, dan worden er extra kosten
gemaakt.In de eerste situatie worden deze extra kosten veroorzaakt
door de aflevering van het duurdere benesol, terwijl in de tweede situ-
atie door de beperkte houdbaarheid van abaraat het restant als verloren
moet worden beschouwd. Aangenomen wordt nu dat de kosten in beide

situaties kunnen worden weergegeven door één kostenfunktie

2
(1.2) a, V7,
waarbij “2 een bekende constante is.
Als V negatief is, geeft a V2 de extra kosten aan in de eerste

2
situatie en als V positief is, geeft (1.2) de kostprijs aan van het

overschot aan abaraat.
Gevraagd een produktieprogramma op te stellen, waarvoor de extra

kosten minimaal zijn.

Als wij de geVraagde produktieniveaus in de maanden januari, febru-

ari en maart respectievelijk aangeven met X X_ en X dan bedragen de

1’ 72 3’
extra kosten voor die maanden*)

*) Het prodnktieniveau op 31 december wordt gelijk aan nul ondersteld.



2 2 . .
(1.3) a, X1 + 02 (X1 - dl) (januari),
(1.4) a, (X, - X )2 + a_ (X, -d )2 (februari)
1 2 1 2 2 2 ’
(1.5) o, x, - x)%+ o, (x, - a)?  (maart)
* 1 3 2 2 3 3

Beschouwen wij het meer-stapsbeslissingsprobleem als een veel-
voud van één-stapsbeslissingsproblemen, dan luiden deze laatste pro-

blemen in hun wiskundige vorm
1) "bepaal X1 26 dat(1.3) minimaal is",

2) "bepaal na substitutie van de onder 1) gevonden waarde van X, in

(1.4), dié X_ waarvoor (1.4) minimaal is",

2
3) "pepaal na substitutie van de onder 2) gevonden waarde van X, in

(1.5), dié X3 waarvoor (1.5) minimaal is",

Het is duidelijk dat de op deze wijze gevonden waarden van Xl, XZ
en X3 niet het minimum voortbrengen van de totale kosten
2 2 2 2
- - o -
lel + 02(X1 dl) + Gl(x2 Xl) + 2(X2 d2) +
(1.6)
2 2
+ ul(X3 - XZ) + u2(x3 - d3).

Dit illustreert dat men in een "echt' meer-stapsbeslissingsprobleem niet
optimaal kan beslissen zonder rekening te houden met toekomstige beslis-
singen. Toch kan het gestelde probleem herleid worden tot een één-

stapsbeslissingsprobleem en wel tot het volgende:

"Construeer op 1 januari een produktieschema ( X,, X,, X, ) voor de

maanden januari, februari en maart z06 dat de totale extra kosten

(1.6) minimaal zijn."

Nu zijn de te nemen beslissingen componenten van één meer samenge-
stelde beslissing, welke op het eerste beslissingstijdstip dient te wor-
den bepaald.



In principe kan deze werkwijze gevolgd worden in al die beslissings-
situzties, waarvoor geldt dat als de te nemen beslissingen bekend zijn,
de tuekomstige ontwikkelingen zich met zekerheid laten voorspellen. In
een dergelijke situatie verbergt de toekomst zelfs op het eerste beslis-
singstijdstip geen enkel geheim.

Wij zullen straks in § 3 laten zien dat het ook omgekeerd wel eens
zinvol kan zijn om een één-stapsbeslissingsprobleem te herleiden tot een
meer-stapsbeslissingsprobleem. Dat een dergelijke vertaling soms moge-
lijk is, kan men eenvoudig illustreren met behulp van voorbeeld 1.1. Wij
behoeven slechts bij de oplossing ervan uit te gaan, dat de ondernemer
bij het samenstellen van het mengsel achtereenvolgens (dus niet gelijk-
tijdig!) de benodigde hoeveelheden grondstoffen bepaalt. In verband met
de eisen, genoemd in tabel 1.2, mogen deze beslissingen niet onafhanke-
lijk van elkander genomen worden. Het beslissingsprobleem krijgt der-
halve het karakter van een meer-stapsbeslissingsprobleem. Aan welke
karakterisering men in een concreet geval de voorkeur wil geven, wordt
bepaald door de structuur van het desbetreffende beslissingsprobleem.
Wij komen hier later nog op terug.

Laten wij thans voor het meer-stapsbeslissingsprobleem nagaan in
hoeverre het voor een vertaling in een één-stapsbeslissingsprobleem
noodzakelijk is dat de toekomstige ontwikkelingen zich met zekerheid
laten voorspellen. Op het eerste gezicht 1ijkt deze voorwaarde nood-
zakelijk. Wij weten immers, dat men bij de bepaling van de optimale
beslissing rekening moet houden met toekomstige beslissingen. Deze
laatste beslissingen zullen afhangen van de omstandigheden, die op de
beslissingstijdstippen de situatie kenmerken. Wanneer deze omstandigheden
ﬁiet van te voren bekend zijn, kan de beslisser op het eerste beslissings-
tijdstip niet alle nog te nemen beslissingen reeds aangeven. Toch zal
hij meestal wel in staat zijn om vast te stellen op welke wijze optimale
beslissingen tot stand kunnen komen. We zullen dit toelichten aan de

hand van een voorbeeld.

Voorbeeld 1.3

Een groothandelaar in alkaras kan dit artikel iedere maandag-

morgen in elke gewenste hoeveelheid inkopen. De inkoopprijs bedraagt



al per kg., terwijl bovendien iedere inkoop een bedrag K aan vaste kosten
met zich meebrengt. Indien gedurende de week de aanwezige voorraad niet
voldoende blijkt te zijn, dan kunnen noodinkopen worden verricht tegen
de hogere prijs a2 per kg. De kosten van het in voorraad hebben van
y kg. alkaras gedurende r weken worden gegeven door yr C1 , waarbij
C1 een gegeven constante is. Voor elke week geldt, dat de vraag naar
alkaras niet van te voren bekend is, maar een kansverdeling volgt. De
groothandelaar vraagt zich elke maandag af, hoeveel hij zal inkopen,
opdat in de "long run'" zijn kosten minimaal zijn.

Uit een analyse van dit inkoopprobleem blijkt, dat men zich bij
het speuren naar optimale beslissingen kan beperken tot beslissings-
voorschriften (strategieé&én), die door twee parameters s, S (s & S) en

de volgende regels zijn bepaald:

1) als de voorraad v op maandagmorgen kleiner is dan s, dan wordt

een hoeveelheid S - v ingekocht

2) als de voorraad v op maandagmorgen groter is dan s, wordt niets

ingekocht.

Wanneer de groothandelaar een dergelijk inkoopvoorschrift volgt, dan zijn
de te nemen beslissingen niet van te voren bekend. Zij worden daaren-
tegen wel op het juiste moment door het voorschrift ondubbelzinnig gedic-
teerd. Wanneer de groothandeiaar zich tot inkoopvoorschriften van boven-
staand type beperkt, rest hem nog slechts de waarden s en S te bepalen.
Deze parameterwaarden dienen wél op het eerste beslissingstijdstip bekend
te zijn. Men kan de keuze van het inkoopvoorschrift natuurlijk zien als
een "superbeslissing''; een keuze uit beslissingsvoorschriften! Bijge-
volg kan het meer-stapsbeslissingsprobleem herleid worden tot een één-

stapsbeslissingsprobleem; weliswaar een beslissingsprobleem van een

ander type, maar toch een één-stapsbeslissingsprobleem.

In deel 5 (blz.21) hebben wij vastgesteld, dat de oplossing van
een één-stapsbeslissingsprobleem wordt gegeven door een beslissing. Nu
gaan alle bekende oplossingstechnieken voor één-stapsbeslissingsproblemen

ervan uit, dat een beslissing hoogstens door een eindig aantal getallen
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wordt vastgelegd. De oplossing van een meer-stapsbeslissingspro-

bleem, ais meer —stapsprobleem opgelost, heeft de vorm van een
strategie. Een strategie is een beslissingsvoorschrift dat op ieder
beslissingstijdstip aangeeft welke beslissing genomen moet worden. Het
in voorbeeld 1.3 geschetste beslissingsprobleem kan tot een één-staps-
beslissingsprobleem worden herleid, omdat men zich kan beperken tot een
speciale klasse van strategieén; een klasse waarvan de leden kunnen
worden onderscheiden met behulp van twee parameters. Er bestaan evenwel
beslissingsproblemen waarvoor geldt dat het althans op het eerste gezicht
niet mogelijk lijkt een klasse van dergelijke strategie&n aan te geven.

Ter illustratie geven wij het volgende voorbeeld:

Voorbeeld 1.4
Een automobilist heeft een schadeverzekering afgesloten. In de
bijbehorende polis worden o.a. de volgende voorwaarden vermeld:

1) De looptijd van de verzekering is één jaar. Aan het eind van ieder
Jjaar kan zij worden verlengd. De premie moet aan het begin van ieder
premie-jaar worden voldaan.

2) De premie bedraagt f 320,--, tenzij
a) in de voorafgaande periode van één jaar geen schade is geclaimd.

In dat geval bedraagt de premie f 280,--, tenzij

b) in de voorafgaande periode van twee jaar geen schade is geclaimd.

In dat geval bedraagt de premie f 240,--, tenzij

c) in de voorafgaande periode van drieof meer jaren geen schade is geclaimd.
In dat geval bedraagt de premie f 220,--.

3) Indien men een schade wil claimen dient dit onmiddellijk te geschieden.
Slechts het verschil tussen de schade en een vast bedrag van f 80,--,
het 2zg. eigen risico, wordt door de verzekering uitbetaald.

Gevraagd wordt voor elk tijdstip aan te geven welke schaden geclaimd

‘moeten worden.

Het is duidelijk dat de automobilist nooit een schade van minder
dan f 80,-- zal claimen. Het is ook duidelijk, dat hij, als nog geen

schade is geclaimd in dat jaar, met het oog op de premie-reducties voor
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schade-vrij rijden geen schaden zal claimen, welke slechts een weinig
hoger zijn dan het eigen risico. De vraag is nu waar precies de grens
ligt tussen de schaden die wel en die niet moeten worden geclaimd. Het
behoeft geen betoog, dat de grenswaarden zullen afhangen van de laatst
betaalde premie en van het tijdstip in het premiejaar.

In figuur 1.1 hebben wij op de verticale as de te claimen schade uitge-
zet, terwijl op de horizontale as vier tijdvakken zijn aangegeven van elk
één premie-jaar. Elk tijdvak correspondeert met een premie en wel met
die premie, welke aan het begin van het premie-jaar werd betaald. Op
deze wijze is aan ieder premie-jaar een tijdvak toegevoegd. Aangezien
de situatie rond een schade getypeerd wordt door de volgende kenmerken:
1) de omvang van de schade;

2) het tijdstip, waarop de schade plaatsvond;

3) de laatst betaalde premie;

en het feit of er al eerder in het premie-jaar een schade is geclaimd,
kan, zolang nog geen schade is geclaimd, de situatie op het moment van
een schade worden weergegeven door een punt in het zojuist beschreven
twee-dimensionaal codrdinatensysteem.

In figuur 1.1 is een strategie aangegeven, die voorschrijft dat geen

"eerste" schaden worden gemeld, waarvoor geldt, dat het bijbehorende

punt in het gearceerde gebied ligt.

te claimen schade in guldens
4
fig.1.1

Een mogelijke

strategie

204

186

136
122
114

96

80 ‘s A
tijdstip in
1 het premiejaar

AAA.

laatst 1
f 320,- F 280,- f 240,-  F 220,- pigmfe betaalde
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De leden van de klasse van alle strategie&n van het type, aangegeven
in fig.1.1, kunnen niet worden onderscheiden met behulp van een eindig
aantal parameters. In een vergevorderd stadium van de oplossing blijkt
evenwel, dat de begrenzing van het "optimale” gearceerde gebied bestaat
uit stukken van een eenvoudig te bepalen kromme. Bijgevolg kunnen wij
ons beperken tot de klasse van dié strategieén, waarvoor geldt, dat
de rand van het gearceerde gebied bestaat uit stukken van bovengenoemde
kromme. De leden van laatstgenoemde klasse zijn nu wél te onderscheiden
met behulp van een eindig aantal parameters. Helaas was deze eigenschap
"te laat" bekend. Het is natuurlijk niet uitgesloten, dat men op een
andere wijze deze eigenschap wél aan het begin van het oplossingsproces
kan ontdekken, waardoor de vertaling in een één-stapsbeslissingsprobleem
zinvol wordt. Het autoverzekeringsprobleem kan dus niet als een "veilig"
tegenvoorbeeld dienen voor de stelling: "Er bestaan geen meer-stapsbe-
slissingsproblemen, die niet kunnen worden herleid tot een één-staps-
beslissingsprobleem'.

De vraag of er "onvertaalbare' meer-stapsbeslissingsproblemen
bestaan, is eigenlijk niet interessant; temeer niet nu blijkt, dat voor
sommige wel herleidbare meer-stapsbeslissingsproblemen de "meer-staps-
benadering' de voorkeur verdient.

Indien wij in het hierna komende spreken van een meer-stapsbeslissings-
probleem, dan bedoelen wij een probleem, dat als zodanig wordt opgelost.

Wiskundig gezien is de aanpak van een één-staps- en een meer-staps-
beslissingsprobleem geheel verschillend. De verzameling van technieken,
die ontwikkeld zijn voor het oplossen van meer-stapsbeslissingsproblemen,

zullen wij hier aangeven met de naam dynamische programmering.

ABRAHAM WALD en RICHARD BELIMAN zijn de grondleggers geweest van de

dynamische programmering.

2. De algemene wiskundige formulering.

In deel 5 stelden wij vast, dat meer inzicht in de structuur van
het beslissingsprobleem wordt verkregen, indien men overgaat op een

neutrale terminologie. Daartoe voerden wij een aantal begrippen in,
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zoals: "systeem', "toestand van het systeem', 'ontwikkeling in de toe-
stand van het systeem' etc. Deze begrippen bewezen hun dienst bij de
vertaling van het oorspronkelijke beslissingsprobleem in het mathema-
tische beslissingsprobleem.

Het object van onze beschouwingen zullen wij ook nu steeds aanduiden
met "systeem" (bijv. voorraad, produktie en autoverzekering; zo is in
voorbeeld 1.1 het systeem '"de produktie van veevoeder').

Het tweede begrip, waarvan wij ons wederom zullen bedienen is

"de toestand van het systeem'. Immers, zoals uit de voorbeelden blijkt,

zal de te nemen beslissing mede afhangen van de toestand, waarin het
systeem zich op het mbment van beslissen bevindt, Uit de formulering van
het beslissingsprobleem kan veelal worden opgemaakt, welke factoren voor
het vaststellen van die toestand relevant zijn.

De toestand van het systeem wordt steeds beschreven met behulp van
een eindig aantal toestandsvariabelen of, wat hetzelfde is, door een
punt S in een eindig-dimensionale Cartesische ruimte J. Deze ruimte

wordt ook wel eens de toestandsruimte genoemd. Het is aan te bevelen om

in de toestand van het systeem slechts die informatie te verwerken,
welke kenmerkend is voor het beschouwde moment. Wijmerken op, dat de
keuze van de toestandsvariabelen een lastige aangelegenheid kan zijn.
Zo zal in voorbeeld 1.4 de toestand van het systeem op ieder beslissings-
tijdstip kunnen worden beschreven door de zojuist ontstane schade, het
tijdstip in het premie-jaar, de laatst betaalde premie en het feit of er
in het premie-jaar reeds een schade was geclaimd of niet. Al deze aspec-
ten zijn kwantitatief van karakter.

In een één-stapsbeslissingsprobleem probeert men met behulp van een
beslissing een verbetering aan te brengen in de toestand van het systeem.
Men beperkt zich tot die beslissingen, welke kunnen worden beschreven

door een eindig aantal beslissingsvariabelen of m.a.w. door een punt X

in een eindig-dimensionale Cartesische ruimte XX . Deze ruimte wordt

ook wel eens beslissingsruimte genoemd. Verder zullen wij steeds uit-

gaan van de veronderstelling, dat de toelaatbaarheid van een beslissing
uitsluitend bepaald wordt door de toestand van het systeem op het moment

van beslissen., Vandaar dat de verzameling van toegelaten beslissingen
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. . *)
in X wordt aangeduid met JXC(S) °. De mate, waarin een beslissing X
bijdraagt tot de gewenste toestandsverandering, wordt uitgedrukt door

de kriteriumfunktie y(S;X).

Het wiskundige één-stapsbeslissingsprobleem luidt: "Bepaal het
maximum van de funktie y(S;X) onder de bijvoorwaarde X € I (S)". Het
behoeft geen betoog, dat zowel de funktie y(S;X) als de verzameling J((S)
die eigenschappen moeten bezitten, welke het gestelde probleem oplosbaar
maken. Zo is het heel goed denkbaar, dat een probleem van bovenstaande
vorm geen oplossing heeft als X (S) een niet-gesloten verzameling is.

In een meer-stapsbeslissing is men daarentegen niet in een enkele
toestand maar veeleer in een gehele ontwikkelingsgang geinteresseerd.
Door zo nu en dan beslissingen te nemen, waaruit toestandsveranderingen
resulteren, hoopt de beslisser invloed te kunnen uitoefenen op de ont-
wikkelingsgang van het systeem. Ook nu wordt de toelaatbaarheid van
een beslissing uitsluitend bepaald door de toestand van het systeem
op hgt moment van beslissen.

De ontwikkelingsgang, die zich zal voltrekken wanneer de beslisser

zich afzijdig houdt, noemen wij het natuurlijke proces. De ontwikke-

lingsgang, die echter mede het gevolg is van het beslissen, draagt de

naam beslissingsproces.

Wij hebben reeds vastgesteld, dat de oplossing van een meer-staps-
beslissingsprobleem wordt gevormd door een strategie. Van een strategie
wordt verwacht, dat het bijbehorende beslissingsvoorschrift op ieder
gewenst tijdstip een beslissing dicteert. Deze beslissing zal gebaseerd
zijn op de informatie, waarover de beslisser op dat moment beschikt.

In het hierna volgende zullen wij steeds uitgaan van de veronderstelling,
dat er een optimale strategie bestaat, die voor ieder beslissingstijd-
stip de benodigde informatie uitgedrukt vindt in de toestand van het
systeem. Dit betekent dus, dat in de te beschouwen beslissingssituaties
naast de toestand van het systeem informatie over het verleden van het
systeem geen bijdrage kan leveren tot een betere keuze van beinvloedings-
wijze. Ook zullen wij aannemen, dat onverschillig de beslissingen, die
in het verleden zijn genomen, de optimale strategie vanaf ieder beslis-

singstijdstip het beste antwoord geeft met betrekking tot het resterende

*) Deze notatie heeft dezelfde betekenis als in deel 5 (blz.21 e.v.),
waar de verzameling van toegelaten beslissingen werd aangegeven met

JCS.
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deel van de ontwikkelingsgang. Met andere woorden, op ieder beslissings-
tijdstip kan men doen alsof het beslissingsproces juist op dat moment
begint. Men moet zich natuurlijk wel realiseren, dat, als het oor-
spronkelijke beslissingsproces een beperkte levensduur heeft, de te
beschouwen processen dan steeds korter worden.

Richard Bellman heeft deze veronderstellingen verwerkt in een
"optimaliteitsprincipe”. De formulering wint aan duidelijkheid, wanneer
men een beslissingsproces in gedachten neemt, dat begint op het eerste
van een reeks van gegeven beslissingstijdstippen. Het principe luidt
dan als volgt: "Een optimale strategie heeft de eigenschap, dat wat
ook de bégintoestand is en hoe de eerste beslissing ook luidt, de overige
beslissingen een optimale strategie vormen met betrekking tot de (beslis-
siﬁgs—)toestand, welke resulteert uit de eerste beslissing'.

Deze formulering heeft het bezwaar, dat hierin nogal slordig met
het begrip strategie wordt omgesprongen. Een strategie kent aan iedere
toestand een beslissing toe en is dus meer dan een reeks van - in speci-
ale toestanden - te nemen beslissingen. Bedoeld wordt, dat de overige
beslissingen ook optimaal zijn, wanneer men de periode beschouwt, die
begint op het tweede beslissingstijdstip. Deze beslissingen zoudeﬁ dan
gedicteerd kunnen zijn door een optimale strategie, speciaal voor deze
kortere periode ontworpen.

Op grond van de gemaakte veronderstellingen kunnen wij ons beperken
tot dié strategieén z, welke op ieder beslissingstijdstip aan elke toe-
stand S ondubbelzinnig een beslissing X toevoegen. Wiskundig gezien
is een strategie een afbeelding van de toestandsruimte 5 in de beslis-

singsruimte X(. Wij schrijven dan ook
X = z(S).
Uiteraard moet voor elke toegelaten strategie z gelden
z(8)e XX(s); sed.
De waardering, die wordt toegekend aan een strategie =z zullen wij aan-

geven met de kriteriumfunktie y(SO; z), waarin S0 de begintoestand van

de ontwikkelingsgang aangeeft. Als Z de klasse is van de te beschouwen
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strategieén, dan luidt het wiskundige meer-stapsbeslissingsprobleem:

"Bepaal di® strategie z € £, waarvoor y(SO;z) maximaal is'.

In de hierna volgende paragrafen zullen wij verschillende typen

meer-stapsbeslissingsproblemen bestuderen. Steeds wordt stilzwijgend

aangenomen, dat het gestelde probleem een oplossing bezit. De existentie

van een oplossing wordt zelden aangetoond.

3.

Het deterministische N-stapsbeslissingsprobleem.

In een N-stapsbeslissingsproces moet op N van te voren gegeven

tijdstippen een beslissing worden genomen. Wij beperken ons tot problemen

met de volgende eigenéchappen:

a)

b)

c)

Als op het jde beslissingstijdstip de toestand van het systeem gegeven
wordt door (j,S.) dan bestaat er een verzameling van toegelaten be-
slissingenJC(j,SJ)*). Aangezien op het jde beslissingstijdstip alleen
de component Sj van S van belang is, geven wij de verzameling van
toegelaten beslissingen voortaan aan met XG(SJ)°

Als op het jde beslissingstijdstip de toestand van het systeem gege-
ven wordt door (j,SJ) en als op dat tijdstip een beslissing XJeZXS(Sj)
wordt genomen, dan is er een opbrengst van de omvang hj(sj’xj)'

Als op het jde beslissingstijdstip de toestand van het systeem gegeven
wordt door (j,Sj) en als op dat tijdstip een beslissing Xje )%(SJ)
wordt genomen, dan wordt de toestand van het systeem op het

(j + 1)8t€ peslissingstijdstip ondubbelzinnig vastgelegd door de

transformatie-formule

3.1) s.,= T (5,X).
I R |

j+1

Aangezien op elk beslissingstijdstip j (j = 1,...,N) slechts één

beslissing genomen moet worden, kunnen wij een strategie z opgebouwd

denken uit N beaslissingsvoorschriften zj. Wij schrijven derhalve

*)

De index j van het beslissingstijdstip is in de toestand van het
systeem opgenomen, omdat deze medebepalend is voor de te nemen be-
slissing.
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(3.2) z = (zl""’zN)
en

. X, = 3,5, = . ).
(3.3) j z(J SJ) ZJ(SJ)

Indien een strategie 2z wordt gevolgd, dan bedraagt de totale opbrengst

N
3.4 y
(3.4) jil hj (Sj, Zj(Sj)),
waarbij -
3.5) Siv1 = TJ(SJ, 24(5,0).

Wij kiezen nu als kriteriumfunktie
N
(3.6) (S,;z) = h, (8, z.(8))).
vy 5132 321 3 Gy 26y

Laat £ de klasse voorstellen van alle mogelijke toegelaten strategieén
z van het type (3.2) en laten wij veronderstellen, dat er een strategie
z € £ Dbestaat, waarvoor (3.6) maximaal is. Wij zullen dit maximum aan-
geven met

fN(Sl).

Als de eerste beslissing van het N-stapsbeslissingsprobleem is genomen,
dan rest op het tweede beslissingstijdstip een volwaardig (N - 1)-staps-

beslissingsprobleem met als kriteriumfunktie

N-1
. H = s
(3.7) Yyoq (Spi 27 J_Zl Bl Gy 254165,
waarbij
(3.8) z' = (z z.).
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De maximaal te verkrijgen opbrengst bedraagt fN 1(52).

Als ¥ ' de verzameling is van alle mogelijke toegelaten strategieén z'
van type (3.8) en als z* een optimale strategie voorstelt voor het oor-
spronkelijke N-stapsbeslissingsprobleem, dan volgt uit het optimaliteits-

principe, dat

* * *
(3.9) z' = (z2 »oeee oy Zy de !

een optimale strategie is voor het (N-1)-stapsbeslissingsprobleem.

Uit de definitie van fN(Sl) volgt:

(3.10) tn(S)) 2 by (S5, X)) + £ (T (5, X)).

Verder geldt voor de optimale strategie z*

*
(3.11) fN(sl) (T, (S z, (31)))

*
hy (852,080 + £y (T, (5,

en,daar zl*(Sl)e 3(1(81),
fN(Sl)

* *
hl (Sl,z1 (Sl)) + £ (T, (S z, (Sl)));

N-1""1"1°
(3.12)
< max {n, (s, X)) + £ (T, (S,, X, N}
- 1 1 1 N-1"1"1 1
€
X1 <x1(sl)
Uit (3.10) en (3.12) volgt tenslotte:
(3.13) fN(Sl) = max {hl(sl,xl) + fN_l(Tl(Sl,Xl))} .
X, eX _(S))
1 1°1
ste

Als reeds k beslissingen zijn genomen, dan rest op het (k+1)
beslissingstijdstip een (N-k)-stapsbeslissingsprobleem. Voor dit beslis-

singsprobleem kunnen wij op analoge wijze de volgende relatie bewijzen:

= x
Nk i) = max LN CRPTE P I
x e s, )
k+1 k+1 " k+1
(3.14) _
* I Tierr Grprr Kiepr?)
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Nu geldt voor k = N-1

(3.15) fl(SN) = max

Xg€ JCN(SN)

hN(sN,XN).

Als een optimale strategie bestaat voor het N-stapsbeslissingsprobleem,
dan geldt, dat voor iedere toestandscomponent SN minstens één beslissing
X gevonden kan worden waarvoor hN(SN,XN) maximaal is. Als wij in staat

N

zijn aan iedere toestandscomponent SN op ondubbelzinnige wijze een

"optimaliserende" beslissing X _ toe te voegen dan is een optimaal be-

N
slissingsvoorschrift
*
(3.16) XN = zy (SN)
bepaald.
Uit (3.14) volgt:
= S X
fZ(SN-l) ;ax e x s ){hN—l( N-1’ NFl) +
N-1 N-1"'N-1
(3.17)
+ fl(T ( N} .

N-15x-1" XN-1

Ook nu geldt, dat, als wij erin slagen een procedure aan te geven, die
op een ondubbelzinnige wijze aan iedere toestandscomponent SN—l een
"optimaliserende' beslissing XN_1 toevoegt, een optimaal beslissings-

voorschrift

(3.18) X = z (s

is bepaald.
Op deze wijze voortgaande vinden wij verder de funkties

* *
sy see Zl van een opti-

(

(S.) en de componenten z

f3 sN_z), cee fN 1 _
*

male strategie z .
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Wij zullen bovenstaande benadering toelichten met behulp van voor-

beeld 1.2 op pagina 5.

Het is duidelijk, dat het in voorbeeld 1.2 geschetste beslissings-
probleem ook geformuleerd kan worden als een 3-stapsheslissingsprobleem.
Wij gaan als volgt te werk:

a) Voor de component Sj van de toestand van het systeem op het jde
beslissingstijdstip kiezen wij de produktie Xj-l van de vorige maand.
De transformatieformule (3.1)

s, , =T (8,,X)
j+1 J 3’

krijgt dan de eenvoudige vorm

(3.19) S, . =X_.
b) Voor de "opbrengst'-funkties kiezen wij (vgl.1.3 t/m 1.5)
2 2
(3.20) h(,X)= aE-8)"+ o (X-4d)7,
IS RN | 173 275

waarbij 81 = 0.
c) Voor de verzameling van toegelaten beslissingen )Cj(sj) geldt

= ol
(3.21) J(‘.j(sj) = { xj.xj 20} .

Ter vereenvoudiging van het rekenwerk kiezen wij

(3.22) a, = 2, a_ = 3.

Omdat de "opbrengst' bestaat uit kosten, zullen wij niet het maximum
maar het minimum van de totale opbrengst bepalen.
Voor de funktie fl(s3) vinden wij

. 2
(3.23) fl(S3) = m1n> { z(x3 S5)
X, 20

- 2
+ S(X3 - d3) }.
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Men kan direct nagaan, dat het rechterlid van (3.23) zijn minimum be-
reikt voor

2S, + 3d
(3.24) X, = — .

6
{(3.25) 5 (s

Merk op dat de behoeften dl’ d_. en d_, van te voren bekend zijn; de getal-

2 3
len d d_, en d, behoeven dus niet in de toestand van het systeem te wor-

1’ "2 3
den opgenomen.

Bijgevolg vinden wij

6 2
(3.26) fl(s3) = g (S3 - d3)
en
* 2 3
3.27) Zg (53) = 5 S3 +3 d3'

De funktie fz(Sz) wordt gegeven door

2 2
fz(SZ) = ;1\1) o{ 2(x2- sz) + 3(X,- dz) + fl('rz(sz,xz))} =
2-

(3.28) = min {2(x2- 82)2 + 3(x2- d2)2+ fl(xz) } =

>
X,20

2 2 6 2
= min {2(x2- 8" + 3(x2— dz) + 5 (xz— d3) }.
X,20

Het rechterlid van (3.28) bereikt zijn minimum voor

28, + 3d, + 1,2d

6,2

3

(3.29) X, =
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en bedraagt dan

2 2 2
4,28 + 4,8d + 3d - 6d_S, - 2,4S8,d,, - 3,6d.d
’ 2 ) 2 ’ « ’
(3.30) 3 272 273 23 .

3,1

Bijgevolg vinden wij

2 2 2

4,28.%4 4,84 %+ 3d4_%- 6d4_s_- 2,45.d_- 3,6d_d

2 ) ’ i
(3.31) £,(s,)= 2 3 22 23 23
3,1
en
25, + 3d, + 1,2d
* ’

(3.32) z, (8,) = 2 2 3 .

6,2

De funktie f3(51) wordt gegeven door (bedenk S1 =0oh

. 2 2 _
f3(s1) = ;1n {2x1 + 3(x1 dl) + fz(Tl(Sl,Xl))} =
>0
1-
. 2 2
= min {2X %+ 3(X;- d )% £,(X)} =
(3.33) xlzo 1
= min {(3.33a)},
X 20
T
waarbij.
4,2X 2+ 4,84 2+ 3d_2%- 6X.d_- 2,4X.d.- 3,6d.d
(3'33a)=2X2+3(x-d)2+ ! ’T2 3 12 “'713 "'273]
1 11 31

Het rechterlid van (3.33) bereikt zijn minimum voor

(3.34) X, = 0,472d, + 0,152d

1 1 2t 0,061d3
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en bedraagt dan

2 2 2
(3.35) 1,584d, "+ 1,401d,"+ 0,944d "~ 0,914d,d,- 0,365d d - 1,279d,d,.
Bijgevolg vinden wij
2 2 2
S =
f3( 1) 1,584d1 +1,401d,° + 0,944d," +
(3.36)
- 0,914d.d, - 0,365d d, - 1,279d,d,

en
(3.37) X * 0 2d

. 1% ) = 0,472d, + 0,152d, + 0,061d,.

Wanneer wij nu "terug gaan rekenen' dan vinden wij voor de optimale

produktieniveaus
o
Xl = 0,472d1 + 0,152d2 + 0,061d3.
(3.38) 9 X2 = 0,152d1 + 0,533d2 + 0,213d3,
X3 = 0,061d1 + 0,213d2 + 0,685d3.

De minimale kosten bedragen

d2 - 0,365d.d, - 1,279d_d,..

2 2 2
1,584d + 1,401d2 + 0,944d3 - 0,914d 193 245

1 1

Voorbeeld 3.1

De N.V. "De Zeemeeuw' te Katwijk heeft een contract gesloten met de
"Verenigde Zwavelfabrieken" (V.Z.F.) te Amsterdam. Dit contract regelt
de levering van superzwavelzuur voor de tweede helft van het jaar 1967.

De V.Z.F. heeft zich verplicht tot de levering van



100 hl. superzwavelzuur op 1 Jjuli,

75 hl. " " 1 augustus,
90 hl. " n 1 september,
60 hl. " n 1 oktober,
40 hl, " " 1 november,
85 hl. " n 1 december.

Superzwavelzuur moet speciaal voor ''De Zeemeeuw' worden gemaakt. De
produktietijd is voor een opdracht van een dergelijke omvang te ver-
waarlozen. Wel moeten de kuipen, waarin de produktie plaats vindt,

van te voren worden gereinigd. De kosten van een reinigingsbeurt worden
geschat op f 500,--. De produktieleider van de V.Z.F. heeft geordonneerd,
dat alleen op de laatste dag van de maand gelegenheid wordt geboden voor
de produktie van superzwavelzuur. Het bewaren van 1 hl.superzwavelzuur ge-
durende één maand kost aan rentederving, magazijnhuur etc. een bedrag van
f 4,--. De V.Z.F. zoekt naar een zo goedkoop mogelijk produktieschema

voor de maanden juni t/m november.

Dit beslissingsprobleem kan worden geformuleerd als een 6-staps-
beslissingsprobleem. Wij gaan dan als volgt te werk. De beslissingen
moeten worden genomen op 30 juni, 31 juli, 31 augustus, 30 september,
31 oktober en 30 november. De hoeveelheid superzwavelzuur, die we op
het jde beslissingstijdstip zulien produceren, geven we aan met X_.

De component Sj van de toestand (j,Sj) van het systeem op het jde be-
slissingstijdstip wordt gegeven door de restantvoorraad op dat tijdstip.

Uit deze definitie van Sj volgt voor de transformatieformule (3.1):

(3.39) T (S, X)) = S, +X_ -4d,

J J J J J J
waarbij dj de vraag voorstelt, waaraan aan het begin van de komende
maand moet worden voldaan. Het rechterlid van (3.39) geeft ook de
voorraad aan in de jde maand. De voorraadkosten bedragen dan voor

die maand

4 (S, + X, - d.)).
( J J J)
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de
Als er op de eerste dag van de j periode superzwavelzuur is geprodu-

ceerd (Xj > 0), dan bedragen de produktiekosten f 500,--. Voor de op-
brengstfunktie kiezen wij nu de som van voorraadkosten en produktie-
kosten
4(S .+ X - d.) + 500 als X. > O,
( J J J J
(3.40) h_(S., X)) =
J J J
4(s .- d)) als X_ = 0.
J J J

In dit probleem zullen wij de totale kosten minimaliseren. Men kan een-
voudig nagaan dat voor de verzameling van toegelaten beslissingen moet
gelden

6

.41 S = - - S .
(3.41) ng( 3 {xj | max - 5,00 g X, < sz dg~ 85}

Door de relaties (3.39), (3.40) en (3.41) is de wiskundige versie van
het 6-stapsbeslissingsprobleem gedefinieerd.

Wij beginnen wederom met de bepaling van de funktie fl(SG) en het
beslissingsvoorschrift z;(SG).

Voor fl(SG) geldt

500 als X_ > 0, S

6 < 85,

6
(3.42) fl(SG) = min
Xg€ X (Sg) 0 als X = 0, S, = 85.

Uit (3.41) volgt

(3.43) SG + X6 = 85.
Bijgevolg
*

(3.44) zg (SG) = 85 - SG’
en

500 voor S6 < 85,
(3.45) fl(SG) =

(o] voor S, = 85.

6
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Voor de bepaling van f2(85) onderscheiden wij de volgende gevallen:

-
a) S_ < 40, omdat voor SS< 40 X5= 0 niet is toegelaten

5
(X5 > 0);
a') 85 2 40, omdat voor 55.340 X5= 0 wel is toegelaten
(X5 2 0).

) Aangezien fl(SG) niet uniform is gedefinieerd,dienen wij in

(3.46) { ieder geval nog een onderscheid te maken tussen de situaties:
< 8 < = - = <

b) 40 £ 85 125, omdat voor X5 0 X5+ S5 40 ( SG) 85 en

dus f1(85+ X - 40)= f1(86)= 500 (zie (3.45));

5

c) 85= 125, omdat voor X5= 0 X5+ Ss- 40 (= SG)= 85 en

- 40)= f1(86)= 0 (zie (3.45)).

dus f1(85+ X5

Voor geval a) geldt (zie (3.45))

500 als 85+X5—40(=SG)<85,

(3.47) £,(5,)= min 4(8+X,-40)+500+
40-8,5X,2125-8, 0 als S_+X -40(=S;)=85.

Voor Ss+ Xs- 40 <85 wordt het minimum bereikt voor X5= 40 - 85. Het mini-

mum bedraagt dan 1000. Voor Ss+ Xs- 40 = 85 bedraagt het minimum 840.

Bijgevolg geldt

fz(s5) = 840
(3.48) - voor S5 < 40,
z5 (SS) = 125 - 35
Voor geval b) geldt
4(85—40)+500 voor X5=0,
(3.49) f2(85)= min
05X <125-S 500 als S_+X <125
4(85+X5-40)+500+ voor X5>0.

0 als Ss+X5=125
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Uit (3.49) volgt, dat, als Xs >0 wordt gekozen, X5= 125 - S5 de beste

keuze is. Het minimum bedraagt dan 840. Kiest men daarentegen X_= O,

5
dan vindt men voor 40 :Ss <125 een waarde, 4(85— 40)+ 500, kleiner dan

840. Bijgevolg geldt

fz(SS) = 4(35— 40)+ 500 = 435+ 340
(3.50) als 40 < S5 < 125.
*
Zg (85) =0

Voor geval c¢) vinden wij op analoge wijze

fz(Ss) = 4(85— 40) = 45,- 160 = 340
(3.51) voor S_ = 125.
« 5
Zg (85) =0

Voor de bepaling van f3(84) onderscheiden wij de volgende gevallen:

a) S4 < 60,
b) 60 < S4 < 100,
(3.52)
c) 100 g S4 < 185,
d) S4 = 185.
Voor geval a) geldt (X4 > 0)
(3.53) f3(S4) = min {(3.53a)} ,
-S <X < -
60 S4_X4_185 S4
waarbi j
840 voor 0:S4+X4—60 < 40,
(3.53a) = 4(S4+X4-60)+500 4(S4+X4—60)+340 voor 40:S4+X4-60 <125,
340 voor S4+X4—60= 125.

Uit (3.53a) blijkt, dat in geval a), dus voor S4 <60, de beste keuze

gegeven wordt door X4 = 100 - S4. Het minimum bedraagt dan 1160.



Bijgevolg

f3(54) = 1160
(3.54) voor 54 < 60.

*
z, (Sq) = 100 - S4

Voor geval b) vinden wij

(3.55) f3(84) = min {(3.55a)},
0=X4=185—S4
waarbij -
4(S4-60)+840 voor X4=0,
840 als 60:S4+X4<100
(3.55a)=4
4(S4+X4-60)+500+ 4(S4+X4—60)+340 als 100§S4+x4<185 voor X4>0.
340 als S4+X4=185

Uit (3.55a) volgt dat ingeval 60 < S4 < 100 de beste keuze gegeven
wordt door X4 = 0, Het minimum bedraagt dan 4S4 + 600 (voor S, < 100

4
is 45, + 600 < 1000!). Bijgevolg

£.(S,) = 4S. + 600
374 4 als 60 < S_ < 100.
(3.56) 5

*6s,) =0
zy (8 =
Voor geval c) geldt

(3.57) £,(8,) = min {(3.57a)},
0<X,<185-8,

waarbi j
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.
4(S4—60)+4(S4-60)+340 voor X4=0,
- <
4(S4+X4 60)+340 als 100:S4+X4 185
(3.57a)=
4(s4+x4-60)+500+ voor X4>0.
340 als S4+X4=185

Uit (3.57a) blijkt, dat voor 100 < S, < 185 de keuze X, = O de beste

4

is. Het minimum bedraagt dan 8S, - 140. Bijgevolg

4
f3(S4) = 85, - 140
(3.58) als 100 ¢ S, < 185.

* 4
z, (S4) =0

Tenslotte geval d), waarin S4 = 185. Voor S4 = 185 geldt dat

X, = 0. Dus f3(S4) en z

4 (S4) voldoen aan

4
f3(S4) = 4(S4 - 60) + 340 = 840
(3.59) als S4 = 185.

z *(54) =0

4
Voor de bepaling van f4(53) onderscheiden wij de volgende gevallen:

a) 83 < 90,

A
[}
A

b) 90 < 150,

A
[
A

(3.60) c) 150 g 190,

A
7]
A

d) 190 g 275,

e) s 275,

Voor geval a) geldt

(3.61) f4(83) = min {(3.61a)},
90-8,X <2755,

waarbij
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1160 als S,+X,=90 < 60,

4(83+X3-90)+600 als 60:53+X3—90<100,
(3.613):4(SS+X3-90)+500+'
8(S3+X3—90)'140 als 100<83+X3-90<185,

840 -90= .
A als S3+X3 90=185
Uit (3.61a) blijkt, dat voor S3 < 90 de beste keuze gegeven wordt

door X3 = 190 - 83. Het minimum bedraagt dan 1560. Bijgevolg geldt

f4(83) = 1560
<
(3.62) voor 83 90.

*
Zg (S3) = 190 - S3

Voor de overige gevallen geldt steeds als beste keuze

*
(3.63) z3 (S3) = 0.

Na enig rekenen vinden wij voor de funkties f4(Sa)
(1560 als s, < 90,

4S, + 800 als 90 £ S, < 150,

A
()]
A

(3.64) f4(83) = < 883 - 120 als 150 190,

1253 - 1220 als 190

483 + 480 als S, = 275,

A

S, < 2175,

Voor de bepaling van fs(sz) onderscheiden wij de gevallen

a) 82 < 175,

b) 75 < S_ < 165,

iIA
[\

165
(3.65) ) =2

d) 225 ¢

A
0
A

225,

A
wn

< 265,

A
|

e) 265 < < 350,

£) S 350.
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Voor geval a) geldt

(3.66) fs(Sz) = min { (3.66a)},
75- -
8,<X,<350-5,

waarbij

1560 voor 0gs +X2-75< 90,

2

4(S,+X,-75)+ 800 voor 90%S,+X,~75<150,

2
(3. =4 -75) -75)- 120 v < -
(3.662)=4(5,+X,-75)+500+4 8(S,+X,-75)- 120 voor 150%S,+X,-75<190,

12(82+X2-75)-1220 voor 190=SZ+X2—75<275,

- 480 -75= .
4(SZ+X2 75)+ voor Sz+xz 75=275
Uit (3.66a) blijkt, dat voor 82 < 75 de beste keuze gegeven wordt
door X2 = 165 - Sz. Het minimum bedraagt dan 2020. Voor de overige
gevallen. geldt steeds als beste keuze

*
(3.67) ‘ z, (Sz) = 0.

Na enig rekenen vinden wij

( 2020 voor 0< 82 < 175,
482 + 1260 voor 75 £ S2 < 165,
882 + 200 voor 165 g 82 < 225,
(3.68) fs(Sz) = 9
12s, - 1020 voor 225 ¢ Sz < 265,
1652 - 2420 voor 265 % S2 < 350,
L 882 - 120 voor 82 = 350,
en
* 165 - S2 voor O < 82 < 75,
(3.69) z, (Sz) =

S_ > 75.
0 voor 9 2



Voor dc¢ bepaling van IG(SI) onderscheiden wij de volgende ge-

vallen:
a) S, < 100,

b) 100

A
]
A

175,

c) 175

i
0
A

265,

A
0

(3.70) d) 265 < 4, < 325,

e) 325 g

A
w0
A

365,

f) 365

A

S, < 450,

g) S, = 450.

Voor geval a) geldt

@7 fe(sl) ) 100-8 T;n<450-s t@mal,
=1 1
waarbi j
( 2020 voor Q§81+x1—100< 75,
4(Sl+xl—100)+1260 voor 75;s1+x1-100<165,
8(Sl+xl-100)+ 200 voor 1655Sl+xl-100<225,

(3.71a)=4(S_+X, -100)+500+ {
1 12(5, X, -100)-1020 voor 225§, +X, -100<265,

16(Sl+X1-100)-2420 voor 265§SI+X1-100<350,

§ 8(Sl+xl—100)- 120 voor sl+x1 =350,
Uit (3.71a) blijkt, dat voor S1 < 100 de beste keuze gegeven wordt
door Xl = 175 - Sl' Het minimum bedraagt dan 2360. Voor de overige

gevallen geldt steeds als beste keuze

*
(3.72) z1 (Sl) = 0.
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Bijgevolg vinden wij na enig rekenen

~

2360 als S1 < 100,
451 + 1620 als 100 < S1 < 175,
881 + 460 als 175 g S1 < 265,
(3.73) f6(sl) = < 1281 - 1000 als 265 £ S1 < 325,
1681 - 2620 als 325 £ S1 < 365,
2OS1 - 4420 als 365 g S1 < 450,
125, - 1320 als S, = 450,

L 1 1

* 175 - S1 voor S1 < 100,

(3.74) z, (8)) =
0 voor S1 2 100.

Door de relaties (3.44), (3.48), (3.50), (3.51), (3.54), (3.56),

(3.58), (3.59), (3.62), (3.63), (3.69) en (3.74) worden de compo-
nenten zj*(Sj) van de optimale strategie z* bepaald. De gevonden

resultaten worden in tabel 3.1 nog eens op een overzichtelijke

wijze opgesteld.

Tabel 3.1
De optimale strategie

* x(s,) 6| 2.6 y| 2" s

z 2" 2y ()| 25 (83) | 2, (S | 25 (5) | zg (Sg)
SJ, < 100 75 90 60 40 85
_________________________________________________________________ 4
XJ = 175 - 81 165 - S2 190 - 83 100 - S4 125 - 85 85 - 86
S, 2 100 75 20 60 40 85
= ]
Xj = 0 0 0 (o} ] 0

Wij merken op, dat de optimale strategie gedefinieerd is voor
iedere waarde van Sl' Het is te verwachten, dat de restantvoorraad
op 30 juni gelijk is aan nul. De minimale kosten bedragen dan

f 2380,--. De oplossingsmethode maakt van dit gegeven echter geen
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gebruik. Dit is kenmerkend voor een dynamische programmeringsaanpak.
Door (3.73) wordt aangegeven hoe de minimale kosten afhangen van de
begintoestand. Voor S1 = 110 volgt voor de minimale kosten f 2060,--,
etc. Deze extra informatie verkrijgen wij niet, wanneer het gestelde
probleem wordt opgelost als een één-stapsbeslissingsprobleem. Voor
elke beginwaarde S1 moet het probleem dan opnieuw worden opgelost. De
één-stapsversie van het opgeloste probleem luidt als volgt:

Bepaal het minimum van

6
3.75 S.; X) = 4(s. + X, - d. ,
( ) y(s;; X 321 ( BERS J) + 5008

onder de bijvoorwaarden

. =S+ X -d_;
j+1 R B
S, 2 0;
J
(3.76) XJ, 2 0; r (G =1,...,6).
1 als X, > 0;
5§, = J
J 0 als X, = 0;
J

In ons tweede en derde voorbeeld zullen wij een beslissingsprobleem
beschouwen, dat qua formulering een één-stapsbeslissingsprobleem is,
maar dat, herleid tot een meer-stapsbeslissingsprobleem, sneller kan

worden opgelost.

Voorbeeld 3.2

De N.V.'De Zeemeeuw' te Katwijk wil haar assortiment in zwavelzuur
uitbreiden. Daartoe zal het bedrijf een aantal investeringen moeten
doen. Hiervoor komt een viertal objecten in aanmerking. Wij zullen

deze objecten aangeven met 01, 02, O, en O,. Het in totaal voor de in-

3 4
vesteringen beschikbare kapitaal bedraagt f 1.000.000,--, te verdelen
in acht eenheden van f 125.000,--. 1In tabel 3.2 vindt men voor de vier

objecten, als funktie van de investering, de jaarlijkse opbrengst uit-

gedrukt in rentepercentages.
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Tabel 3.2
De winstpercentages
investering
1 2 3 4 5 6 7 8
object
01 20 24 22 20 15 14 12 10
02 22 25 22 18 16 13 10 9
03 25 22 18 14 10 8 6 S5
O4 25 28 20 16 12 9 8 8

De directie van bovengenoemde N.V. zou gaarne willen weten op
welke wijze de acht eenheden van f 125.000,-- het best over de vier

objecten kunnen worden verdeeld.

Oplossing

de
Geeft men het aantal eenheden, dat in het j object moet worden
geinvesteerd aan met Xj’ dan zal het bijbehorende winstpercentage wor-

den aangeduid met pj X ° De getallen pj X zijn voor j = 1,2,3,4 en
’ 3 ’ .
J

J

Xj =1,...,8 te vinden in tabel 3.2. Verder kiezen wij voor p o
J>s
(winstpercentage bij O eenheden):

(3.77) p‘j,0 =0 voor i=1,...,4.

Het gestelde probleem luidt in de één-stapsformulering:

Maximaliseer
4
(3.78) 1 Py X
j=1 J» j J
onder de voorwaarden
)
X, =8,
j=1 J
(3.79)
X, 203
J (G=1,...,4)
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In de meer-stapsversie gaan wij achtereenvolgens geld investeren

in de objecten 01 t/m 04. Bijgevolg hebben wij met een 4-stapsbeslis-
singsprobleem te maken. Om het gestelde probleem te kunnen herformu-
leren in een 4-stapsbeslissingsprobleem dienen wij eerst de betekenis
aan te geven van de toestandsgrootheid SJ. De grootheid SJ drukt de
som van het in 01 t/m OJ_1 geinvesteerde kapitaal uit (S1 = 0).

Uit de definitie van Sj volgt:
a) voor de toestand Sj+1

3.80 s =S, +X..
( ) Jj+1 J J

b) voor de verzameling Jgj(sj) van toegelaten beslissingen
3.81 X.(8,) ={X, |0 < X <«8-5_}.
( ) J J { J I - J= J}
Wanneer wij voor de opbrengstfunktie hj (Sj’ Xj) kiezen
3.82) h. (5., X))
( J ( J J

dan is het 4-stapsbeslissingsprobleem rond. Men kan gemakkelijk nagaan,

dat de funkties fk(s4—k+1) (k=1,...,4) gegeven worden door
(3.83) B ypan)” Dex<ss Pyper,x X+ Ty Gppyq + 30
S 4-k+1
met
fo(S4 +X) =0,
(3.84)
£.(8) = max p . X .
14 4,X
0sxg8-s,

In het geval S4 = 0 Kkan men voor X de waarden O, 1,..., 8 kiezen.

Met behulp van tabel 3.2 volgt:

(3.85) fl(S4)=max{0x0;1x25;2x28;3x20;4x16;5x12;6x9;7x8;8x8} =
= 4x16 of 8x8.
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Bijgevolg vinden wij voor S4 =0

z *¥(S,) = 4 of 8,
(3.86) 44
S = .
£ ( 4) 64
Evenzo gaat men voor S4 =1,...,8 na, welke de bijbehorende waarde

van X is. Dit geeft de volgende tabel:

Tabel 3.2.1
s 2, (s,) £.(S,)
4 4 4 14
0 4;8 64
1 4 64
2 4 64
3 4 64
4 4 64
5 3 60
6 2 56
7 1 25
8 0 0

Beschouwen wij thans de relatie

(3.87) fZ(SS) = max {pS,X'

X + f1(83 + X)} .
0gX<8-S,

Eerst bepalen wij fz(Ss) voor 83 = 0. Als S3 = 0, dan

X ¢ {0,1,...,8} . Uit de tabellen 3.2 en 3.2.1 volgt:
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Tabel 3.2.2

=
=3

3.x0 XL

25 + 614
44 + 64
54 + 64
56 + 64
50 + 60
48 + 56
42 + 25
40 + O

0 N O s W N = O

Dus voor S3 = 0 geldt

[l
'

*
z, (8)) =
(3.88) 33

£, (8))

2 (55 120.

Op analoge wijze behandelt men de gevallen S3 =1,...,8,
na enig rekenwerk:
Tabel 3.2.3

S3 23*(53) £,(85)
0 4 120
1 3 118
2 3 114
3 3 110
4 2 100
5 1 81
6 0 56
7 0;1 25
8 0 0

Dit geeft
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Wij vervolgen met de relatie

(3.89) fs(sz) = max {pz,x.

X+ £ (S, +X)} .
0<Xg8-8, 22

Met behulp van de tabellen 3.2 en 3.2.3 vindt men na enig reken-
werk :

Tabel 3.2.4

Sy zz*(sz) £5(8,)
0 3 176
1 3 166
2 2 150
3 2 131
4 2 106
5 0 81
6 0 56
7 0 25
8 0 0

Tenslotte beschouwen wij de relatie

(3.90) f4(Sl) = max {p

X+ £, (5, +X)} .
0<X<8-S, 3 1

1,X’

De toestandsgrootheid S1 is gelijk aan nul gesteld. Na enig rekenwerk

volgt met behulp van de tabellen 3.2 en 3.2.4

f4(0) = 198,
(3.91) *

z1(0)= 2.
Bi jgevolg

S, -0e [ g~ 5,-8 K =2 [F -
(3.92)

-> 53 =4 > x3 = 2|~ S4 =6 -+ lx4 = 2.,

Hieruit volgt, dat men de optimale investering verkrijgt door in ieder

der vier projecten tweemaal f 125.000,-- te beleggen.
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Voorbeeld 3.3

De schipper van de rijnaak Alida V kan voor de vaart van de komende
maandag nog 80 ton bergen. Zes bedrijven hebben hem een "onbeperkt'
aantal standaardeenheden vracht aangeboden. Deze bedrijven zullen wij

t/m B_. In tabel 3.3 wordt

in het hierna volgende aanduiden met B1 6

gegeven

a) het gewicht wj, uitgedrukt in tonnen, van de standaardeenheid Bj’

b) de winst vj,te maken op het transport van één standaardeenheid Bj'

Tabel 3.3
‘Gegevens over aangeboden vrachten
j B
bedrijf 1 ‘Bz B3 B4 B5 B6
gewicht 18 28 30 36 38 46
winst 25 40 50 60 65 80

De schipper van de Alida V vraagt zich af, welke eenheden vracht
hij zal vervoeren en hoeveel van deze eenheden, opdat zijn winst maxi-
maal is. Bovendien wil hij weten of het probleem opnieuw moet worden
opgelost, indien blijkt, dat door een administratieve fout de beschik-

bare tonnage niet 80 maar 60 ton bedraagt.

Oplossing

Kiezen wij het aantal voor het bedrijf Bj te vervoeren eenheden

gelijk aan Xj’ dan luidt het één-stapsbeslissingsprobleem:

Maximaliseer

6
(3.93) )y v, X,

onder de voorwaarden
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6
} w.X < 80;
j=1 JJ =
(3.94) X, 2 0;
J (G=1,...,6).
Xj geheel;

Indien wij achtereenvolgens de te vervoeren hoeveelheden
Xj (j= 1,...,6) bepalen, dan ontstaat er een 6-stapsbeslissingsprobleem.
De grootheid S, geeft nu de som aan van de voor de bedrijven
Bk (k= 1,...,...,j-1) te vervoeren tonnen vracht. Het is duidelijk,
dat wij S1 = 0 stellen.

Uit deze definitie volgt:

a) voor de toestand S,
j+1

(3.95) S, =S, +w, X, .
b) voor de verzameling ]%(Sj) van toegelaten beslissingen

80 - S,

(3.96) X, (8) = {x_|og X g —— 1
3 J J J Y5

Voor de opbrengstfunktie hj(SJ,Xj) schrijven wij tenslotte

3.97) h (S, X)) = v, X_.
( Jat i Jjd
De funkties fk(s6-k+1) voldoen aan
(3.98) fk(s7_k) = max 80'87_k{ v7_kX + fk-l(s7—k+ Yok X)}
0<Xs———
Y7-x
voor k =1,...,6 ,

waarbi j fo (S6 + WGX) = 0.
In principe kan men de waarden van de funkties fk(SG—k+1) bepalen voor
S =0, 2,..., 80. Uit tabel 3.3 blijkt nl. dat voor de toestands-

6-k+1
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grootheid 56—k+1 alleen even getallen in aanmerking komen. Wanneer men
het probleem oplost met een rekenmachine, dan zal men zo te werk gaan.
Bij het oplossen met de hand zullen wij een andere methode toepassen,
waardoor de hoeveelheid rekenwerk aanzienlijk gereduceerd wordt. Wij
laten zien, dat men de waarden van de funkties fk(SG-k+1) ook kan be-
palen voor intervallen. Het is duidelijk, dat wij fl(SG) bepalen voor

de intervallen H1 en Hz, waarbi j

(5.99) Hi: 03584 &34, dan xe(se) = {o,1},
H2: 34 < 86 < 80, dan J(G(SG) = {0} .
Voor S5 geldt
G: 05 < 4, dan xs(ss) = x(Gl) = {0,1,2},
(3.100) Gyt 4 <8, <42, dan xs(ss) = X(Gz) = {0,1},
Gy: 42 < 8. < 80,  dan X (S.) = X(G,) = {0}

Wij zullen nu aangeven hoe wij de intervallen kiezen, waarop wij
fz(Ss) bepalen. Elk der intervallen Gk (k=1,2,3) gaan wij verder onder-

verdelen. Deze onderverdeling is noodzakelijk, omdat fl(s6) op H1 an-

ders gedefinieerd is dan op H Elk der Gk wordt in disjuncte inter-

5
vallen A, ..., A gesplitst met
1 n
k
nk
(3.101) A = G
i21 i k

en wel zodanig, dat voor alle S5 € Ai C Gk en één vaste Xsé x (Gk)
(i=1,2,...,nk; k=1,2,3) geldt, hetzij

(3.102) {55185 =585+ 38X} ¢ H,
hetzij
(3.103) {s, Is6 = 5, + 38X} C H,.
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Deze eigenschap geldt voor iedere Xse )C(Gk) !
De splitsing levert de intervallen op, waarvoor wij straks fz(Ss)

zullen bepalen. In (e eerste plaats vinden wij

(3.104a) Hy: 0 < S < 4, dan xs(ss) = {0,1,2} .
Immers voor S5 € H3 geldt
{s;] 0z s,z 4leH als X;= O,
(3.105) {s4ls,= 5.+ 38x.}=4{s/| 38 < S.x 42)cH, als X= 1,
{s4| 76 5 5.2 8OXCH, als X = 2.
Verder
(3.104b) Hy: 4<8; %34,
dan xs(s5) = {o0,1} ,
(3.104c) H : 34 < S_ £ 42,
5 5 =
. < < = .
(3.104d) Hg: 42 < S 2 80, dan xs(ss) {0}

Merk op dat G1 wordt 'gesplitst"” in één Ai(=H3); dus n_= 1. Het inter-

val G, wordt ''gesplitst' in twee intervallen Ai(H4 en H;); dus n,= 2.
Het interval G, wordt "gesplitst'in één Ai(=H6); dus n.= 1.
Voor S4 geldt
0ss,5 8, dan X ,(5,) = {0,1,2} ,
(3.106) 8 < s, <4, dan X ,(S,) = {o,1}
44 < s, £ 80, dan XC,(s,) = {0} .

Splits deze intervallen analoog als in het voorgaande (dit houdt in,
dat tevens de onderverdeling H3, H4, H5, HG van 0-80 fijner wordt). Men

< 8 aandachtig nal)

vindt dan (ga de onderverdeling van ()=S4_



(3.107)

De intervalsplitsing voor S

(3.108)

34 <

[ os

12 <

14 <
<

20 <
34 <
42 <

44 <

50 <

w0 wn
A A

1]
1A

0 /)]
| I [ 1)

7]
| )

<
4=

34,
42,

44,

80,

34,
42,
44,

50,

80,

-

>

3

44

dan x4<s4> {0,1,2} ,

{0,1} R

1

dan .)C4(s4)

dan x4(s4) = {0}

wordt gelijk aan

dan x3(83) = {011)2} ’

dan xacsa) ={o0,11},

dan xa(Ss) ={0}.
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Voor S2 wordt de intervalsplitsing

12 < S

iA
-
'S
v

dan xz(Sz) = {0;112} ’

14 < S

in
[
o

) 20 < S2

22 < 8

ia
N
N

(3.109)

(M)
A

24 < 8 34,

)
| I

34 < s, < 42,

(S
| I

42 < S

A

44, 3 dan JCZ(SZ) = {0,1} ,

44 < S 50,

[\M)
[ IS

52 < 8

i

80, dan x2<s2) ={o} .

Voor S1 geldt

(3.110) s, =0, dusxz(sz) ={0,1,2,3,4}.

Wij gaan nu de funkties fk(se-k+1) en de beslissingsvoorschriften

*
Zp (Sk) bepalen.

Allereerst beschouwen wij

(3.111) fl(SG) = max 80-86 80 X .

0sXs—75—
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Het is duidelijk, dat voor 865,34 het maximum bereikt wordt voor X =1
*

(ze (SG) = 1). Voor SG > 34 is X noodzakelijkerwijs gelijk aan 0

(z6*(56) = 0). Zo vinden wij tabel 3.4.1.

Tabel 3.4.1

*
Sg Zg (86) fl(ss)
05 8,5 34 1 80
34 <5, <80 0 0

Wij gaan nu verder met fz(Ss), die gegeven wordt door

(3.112) f, (5;.) = max 80-5 {esx + £, (5,+ 380} .
0<X<

Na enig rekenwerk vindt men tabel 3.4.2.

Tabel 3.4.2

s, zs*(ss) £,(5.)
0555 4 2 130
4<s.c 34 0 80

34 < 85: 42 1 65
42 <s5.g 80 0 0

Voor de funktie f3(S4) geldt

(3.113) fa(S4) = max 80—S4 {60X + fz(S4 + 36X)} .

05X 235

Na enig rekenwerk vindt men tabel 3.4.3.
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Tabel 3.4.3

*
s
4 zy (8 £3(5,)
0 = S4 < 4 0] 130
4 <s, < 6 1 125
6 <5, 5 8 2 120
< <
8 S, <34 0 80
34 <5, 342 0 65
42 <s, 544 1 60
< <
44 S, < 80 0 0

Vervolgens beschouwen wij

(3.114) f4(83) = max 80-83 {50x + f3(S3 + 30X)}.

<X <

Na enig rekenwerk vinden wij tabel 3.4.4.

Tabel 3.4.4
53 —z-a* (53; £,(83)
0 £8;2 4 0;1 130
4 <s;g 0 125
6 <85, 5 8 0 120
8 <8, 512 1 115
12 < 8,514 1 110
14 < S3 < 20 2 100
20 < 5, < 34 0 80
34 <5, g 42 0 65
42 < 5,844 0 60
44 < 5, %50 1 50
50 < S, 5 80 0 0
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Voor de funktie fs(Sz) geldt

{40x + £,(8, + 28X) }

(3.115) fs(SZ) = max 80-82

<X <

Na enig rekenwerk vinden wij tabel 3.4.5,

Tabel 3.4.5

Sq z; (8 £5(S,)
0 £5,5 4 0 130
4 <s5,5 6 0 125
6 <85, 8 o 120
8 <5, 512 0 115
12 <5, <14 0 110
14 <5, 516 0;1 100
16 < 5,520 0 100
20 <8, < 22 1 90
22 <5, 5 24 0;2 80
24 <5, < 34 0 80
34 <5, 5 42 0 65
42 <5, 5 44 0 60
44 < S, <50 0 50
50 < S, 5 52 1 40
52 < S, 80 0 0




Tenslotte beschouwen wij de funktie fs(Sl)

(3.116) fG(Sl) = max
05X;

go-g (25X, + £.(S, + 18X )} .

1
18

Wij hebben Sl= 0 gesteld; JCI(SI) {0,1,...,4} . Na enig rekenwerk

vinden wij

f. (0) = 130

(3.117)

N
~
o
~
]
o

Bijgevolg

(3.118) >8 =0~ + S =0+|X=2|]+S=76-+X=0
X5~ 9”847 0 7 [%4= o S5m0 0K 6 6

Hieruit volgt, dat de schipper de keus heeft uit de volgende optimale
oplossingen:

X,=0, X=0, X =0, X=0, X=2, X =0) en
(3.118a)

In beide gevallen wordt 76 ton van de 80 beschikbare ton in beslag

genomen. De optimale winst bedraagt 130.

Als door een administratieve fout Blijkt, dat de beschikbare ton-
nage 60 i.p.v. 80 ton is, dan behoeft het probleem niet in zijn geheel
opnieuw te worden opgelost. Men ziet eenvoudig in, dat het voldoende

is S1= 20 te stellen. Als Slz 20, dan J((Sl) = {0,1,2,3} .

Na enig rekenwerk vinden wij
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o (20) = 100,
(3.119)
*o) = o.
Bijgevolg
= hd = hd = hd = =
X;=0 S,= 20 X,= 0 S;= 20 > Xg= 2| >
(3.120)

De optimale oplossing is (X1

de winst bedraagt 100.

4, Het stochastische N-stapsbeslissingsprobleem.

In deze paragraaf zullen wij ons bezighouden met het stochastische
N-stapsbeslissingsprobleem. Het enige verschil met het deterministische
N-stapsbeslissingsprobleem bestaat hierin, dat de component S 41 van de
toestand op het (J+1)Ste tijdstip nu niet meer ondubbelzinnig bepaald
wordt door de toestandsgrootheid Sj en de beslissing Xj van het vooraf-
gaande tijdstip. In de wiskundige formulering ontbreken derhalve de

transformatieformules

4.1 S, =T.(5,,X)), j=1,...,N-1).
(4.1) o1 = Ty (550X € )

In plaats van (4.1) zal voor het j4€ beslissingstijdstip een voorwaarde-

lijke kansverdeling van S. zijn gegeven; voorwaardelijk met betrekking

* J+1 »
tot Sj en X, ). Zo zal, voor het geval dat Sj en Xj bekend zijn en de

toestandsgrootheid §j slechts een eindig aantal waarden i (i=1,...,m)

+1
kan doorlopen (discrete toestandsruimte), de kansverdeling S +1 gegeven
worden door een m-tal getallen pj(ilSj,Xj). Bij elk paar waarden van

J

daarentegen de toestandsgrootheid §j+1 een interval a:S:b (continue

Sj en Xj behoort dus een stelsel van m kansen pj(ilsj,X ). Doorloopt

toestandsruimte), dan zal de kansverdeling van Ej dikwijls door een

+1

*) Grouihcdﬁn, waraan een kansverdeling is toegevoegd, worden onderstreept.
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*
kansdichtheid gj(SISJ,Xj) worden bepaald. )
Kortom, in het stochastische N-stapsbeslissingsprobleem beschikt

de beslisser over de voorwaardelijke kansverdelingen
(4.2) P(JL" |s,,x)), (=1,...,N-1).

J J J
d ' stelt in (4.2) een verzameling van toestanden in de toestands-
ruimte voor. (Voor de hierboven genoemde discrete toestandsruimte
behoort bij de verzameling

' = sisi
g = lifigsisi)

de voorwaardelijke kans

i2
L

4‘3 p, ' S. x. - N i S. x, .
( ) J(é ‘ ]; ) pJ(ll .]’ J)
1
Aan de verzameling
''= <8<
J {SIS _S_Sz}

in de continue toestandsruimte is dikwijls de kans

(2]
N

(4.4) P, ( J'|sj,xj) = f gj(Slsj,Xj) ds
1

(]

toegevoegd.)

De notatie (4.2) voorziet in alle-gevallen.

Vanwege het niet-deterministische karakter kan bij een stochastisch
meer-stapsbeslissingsprobleem niet meer gesproken worden van een maximaal
te verkrijgen opbrengst. Immers de totale opbrengst bestaat uit op-
brengsten, die mede afhangen van toekomstige en dus op het eerste be-
slissingstijdstip nog onbekende toestanden van het systeem. Wel kan

men gebruik maken van een nieuw begrip: de maximaal te verwachten op-

*¥) In een continue toestandsruimte kan de toestandsgrootheid S, ook een
gemengde verdeling bezitten; d.w.z. positieve kansen op bepﬂalde toe-
standen en een kansdichtheid voor de overige toestanden.
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brengst. Als in de toestand met SN—k+1 = 8° de maximaal te verwachten
opbrengst van de laatste k stappen wordt aangegeven met fk(So) en als
de toestandsgrootheid SN K+2 slechts een eindig aantal waarden

i(i=1,...,m) kan doorlopen met bijbehorende kansen pN_k+1(i|S°,X), dan

voldoet de maximaal te verkrijgen opbrengst fk(So) aan

m
(4.5) £, (5= max {h o ($9,%) + p Gs°, 0.8, (1)
xex 1(SO) N-k+1 121 N-k+1 k-1
(k=1,...,N)
*)

met £ (i) =0 .

Als de toestandsgrootheid §N k42 daarentegen een kansdichtheid
gN—k+1(s|S ,X) bezit en met zekerheid een waarde aanneemt uit het inter-
val a =S £ b, dan vinden wij voor fk(S )

b

o (o] (o}

(4.6) £ (8")= max . {hN_k+1(S X+ Sgy, ,8ls ,X)fk_l(S)ds}
X(xN_k+1(S ) a

met £,(s) = 0 ¥

Kortom, voor een stochastisch N-stapsbeslissingsprobleem geldt voor

de maximaal te verwachten opbrengst in de laatste k stappen

4.7 f (s° )= max

(o] (o}
XeX, (So){hN-k+1(S %) +€f' feg V9P, 518 ’X)}

*)
met £ (S) =0 .
0
In een andere notatie

(4.8) f (S )= max

(o]
Xex (So){ Nk S 0+ UL By S 'X}}
N-k+1

met £,(S) = 0 ),

*) Stilzwijgend wordt steeds verondersteld, dat de rechterleden van
(4.5) t/m (4.8) bestaan.
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Hierbij staat & {f )ISO,X} in (4.8) voor de voorwaardelijke ver-

k—l(EN;k+2
wachting van de maximaal te verwachten opbrengst in (k-1) stappen; de

. (o]
SNek+1 = S em Xg ., =X

Ook nu wordt de oplossing van het N-stapsbeslissingsprobleem ver-

voorwaarden luiden:

kregen door achtereenvoigens de opbrengstfunkties fk(SN-k+1) en de
strategiecomponenten zN—k+1(SN-k+1) (k=1,...,N) te bepalen. 1In een
tweetal voorbeelden zullen wij de procedure toelichten.

Voorbeeld 4.1

Een reisbureau heeft voor een periode van 6 jaar een hotel.gepacht
in een wintersportcentrum. Met een plaatselijke kolenhandelaar is een
contract afgesloten, waarin wordt bepaald, dat de kolenhandelaar elk
jaar een vaste hoeveelheid brandstof zal leveren tegen betaling van een
vast bedrag B per jaar. Verder is overeengekomen, dat het reisbureau,
in geval van ontevredenheid over de leveranties, aan het eind van elk
jaar het contract éénzijdig mag opzeggen.

De kolenhandelaar verkoopt drie soorten kolen:

1) superkolen,
2) kwaliteitskolen,
3) huishoudkolen,

Levert de kolenhandelaar gedurende een jaar de kolensoort i dan
bedraagt zijn winst a; (i=1,2,3). De kans op opzegging van het contract
na levering van de kolensoort i geven wij aan met p;. Deze kans is
onafhankelijk van voorafgaande leveringen en voor ieder jaar gelijk. De
kolenhandelaar, een harde zakenman, vraagt zich nu af, welke kolensoorten

hij in de komende zes jaar bij het hotel zal afleveren.

In dit voorbeeld zullen wij ondef het systeem de kolenleverantie
verstaan. Als het contract op het jde beslissingstijdstip is opgezegd,
dan zullen wij dit aangeven met Sj= 0. Is daarentegen het contract nog
geldig, dan schrijven wij Sj= 1. De kolenhandelaar moet achtereenvol-
gens zes maal een beslissing nemen en bijgevolg staat hij voor een
6-stapsbeslissingsprobleem., De beslissingsvariabele Xj kan vier ver-

schillende waarden aannemen:
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X=0 betekent geen levering van kolen,
XJ= i betekent levering van kolensoort i.

De verzameling van toegelaten beslissingen JCJ(SJ) wordt gegeven

door
xj(o) z {o} ,
(4.9)
xj(l) = {1,2,3} .
De opbrengstfunktie hj(Sj,Xj) heeft de volgende gedaante
4.10 h.(S,,X) = a
( ) 3%5°%5 xj,

waarbij a = 0.

De kansen pJ(iISj,XJ) worden gegeven door {vgl.(4.3)}

Py OISy = py

(4.11) 3

(1]s_,X. 1-
P; IJ J) Py

{ 3
waarbij p0= 1.

Voor de maximaal te verwachten opbrengst in de laatste k stappen

geldt {vgl. (4.5)}

fk(S°)= max

m
h ©°x + Yop G s°, 0« (1)} =
o { N-k+1 . N-k+1 k-1
xeX (" i=1

(4.12)

= max

a, + (1-p,) £ (1) + p, £ (O)}.
0,4 %x x’ k-1 X “k-1
XeXy ki ){

Van bovenstaand resultaat zullen wij nu een toepassing geven.

Stel
a = 435, p =0,23
(4.13) a, = 790, p, = 0,4;
a, = 1050, Py = 0,6.



55

Uit (4.12) volgt:

£, @ =o,
£, (1) = max a_ = 1050,
1t X=(1,2,3) %
*
z. (1) =3
\ 6 ?
]
£, (0 = o,
f, (1) = max a_+ (1-p.,)1050| = 1470
2 ’
) X=(1,2,3)[ X X ]
z; @ = 3,
(f3 ) = o,
£, (1) = max a_+ (1-p,)1470] = 1672,
%3 x:(1,z,3)[ X X ]
%*
| %4 (1) = 2,
(4.14)
(£, @ = o,
£ (1) = max a_+ (1-p,)1672] = 1793,2 ,
4 x=(1,2,3)[ X X ]
*
| %3 1) = 2,
rf5 (0) = o,
J £, ) = max a_+ (1-p,)1793,21 = 1869,56,
5 x=(1,2,3)[ X X ]
*
kz2 (1) =1,
'fs ©) = o,
£, (1) = max a_+ (1-p,)1869,56]= 1930,65
< ’ * ’
6 x=(1,2,3)[ X X ]
*
‘zl (1) = 1.

De maximale verwachting van de winst bedraagt dus 1930,65.

*
De optimale strategie z wordt gegeven door

* ¥ *(0=0, z.(0)=0
zl(O)= 0, z2(0)= 0, 23(0)— ’ Z4 = y Z

*

*
5(0)= o, 26(0)= o,

(4.15)

*

z;(l): 1, z;(l): 1, z;(1)= 2, zZ(l): 2, 2z, (1)= 3, z;(1)= 3.



Voorbeeld 4.2

Eén van de servicewagens van de "Eerste Nederlandse Fabriek voor
Rekenautomaten N.V.", gevestigd te Groningen, bezoekt wekelijks 5 steden.
's Maandags is de wagen in Amsterdam. Dinsdag vertoeft de reparateur in
Den Haag. Woensdag en donderdag behartigt hij de belangen resp. in
Rotterdam en Antwerpen. Vrijdag tenslotte is de man in Brussel aan te
treffen. De terugreis naar Groningen vindt op zaterdagmorgen plaats.
De reparateur kan op zijn rondreis hoogstens 10 reserveonderdelen
TX 7004 meenemen. Wanneer hij echter onderweg tekort komt, kan hij het
overal verkrijgbare onderdeel U 507A gebruiken; de extra kosten voor
ieder exemplaar U 507A bedragen f 100,--. Wanneer de reparateur aan het
eind van de dag de resterende voorraad ontoereikend vindt, kan hij de
avond benutten om op en neer naar Groningen te gaan voor het aanvullen
van zijn voorraad. De bijbehorende kosten hangen af van de stad van
waaruit de extra rit wordt ondernomen. De kosten voor stad j bedragen
aj. De kans op een behoefte aan r reserveonderdelen TX 7004 in

stad j is pﬁl);de maximale behoefte is bj'
De reparateur vraagt zich nu voor elke stad af bij welke restant-

voorraad een extra rit naar Groningen lonend is.

Op maandag-, dinsdag-, woensdag- en donderdagavond moet de repara-
teur beslissen of hij naar Groningen zal terugkeren of niet. Het gestel-
de probleem is dus een 4-stapsbeslissingsprobleem.

De toestand van het systeem op de hierboven genoemde beslissings-
tijdstippen wordt bepaald door de restantvoorraad (Sj)' Indien tot aan-
vullen wordt besloten, dan wordt de voorraad aangevuld tot 10 exemplaren;

m.a.w. voor Jgj(sj) geldt ( X = omvang aanvulling!)
(4.16) X.(s,) = {0,10-8_} .
J J J

Aangezien in dit probleem slechts kosten een rol spelen, zijn de
opbrengsten steeds negatief. In plaats van het maximaliseren van de
verwachting van de totale opbrengst, kunnen wij ook de verwachting van

de totale kosten minimaliseren. In het hierna volgende geeft hj(Sj,Xj)
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de verwachting van de kosten aan, die verbonden zijn aan de jde be-
slissing.

De uitdrukking fk(S) stelt nu de minimaal te verwachten kosten
voor, op te lopen in de laatste k stappen. De kosten hj(sj’xj)
hebben betrekking op de eventuele extra rit naar Groningen vanuit
stad j en de te maken noodinkoopkosten in stad (j+1). Wij vinden

derhalve voor h (S _,X))
B S R |

r b +1 G+1)
100 J{ (x-s )p It als X =0,
r=8 +1 JJr J-
(4.17) h (S.,X )= d
33
bj+1 Gi+1)

a +100 )} (r-10)pJ als X _=10-S_

h] 1 r h] B]

y en X »0.
J

De voorwaardelijke kansverdelingen Pj( 5'|S.,Xj) worden gegeven
door de getallen (1]8.,X)) |vegl.(4.3)
g p,Gls ) [ve ]

j+1
éJIX)—i voor i> 0,
(4.18) 3
. (1]s.,X)) =
py([s.x)) S R
prJ voor i = O.
r=S +X,
J J
Voor de funktie fk(S) vinden wij tenslotte [vgl.(4.5ﬂ
b4-k+2
4-
£, ()= min {aék)Jf 100 (r—S-X)pr( k+2)
X=(0,10-5) r=S+X+1
(4.19) b
S (akez), 4Tk+2 (4 k42)
+ P k_1(S+X—r)+ 2 P,
r=0 r=S+X+1
waarbi j
(4] als X=0,
k) _
(4.20) ay =
als X>0.
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Wij zullen nu een numerieke toepassing geven.

De waarden van de getallen aj zijn

al = 125,

a, = 150,

ag = 150,

a, = 250,

De kansen pij) geven wij in tabel 4.1.
Tabel 4.1

e e T e e
A'dam Den Haag R'dam Antwerpen | Brussel
0 0,05 0,02 0,01 0,15 0,01
1 0,15 0,10 0,01 0,30 0,01
2 0,20 0,15 0,01 0,25 0,01
3 0,25 0,20 0,03 0,15 0,03
4 0,20 0,20 0,06 0,10 0,06
5 0,10 0,15 0,10 0,05 0,10
6 0,05 0,10 0,15 - 0,15
7 - 0,08 0,15 - 0,15
8 - - 0,15 - 0,15
9 - - 0,10 - 0,10
10 - -- 0,10 - 0,10
11 -- -- 0,08 - 0,08
12 - - 0,05 - 0,05

Wij gaan nu de optimale strategie berekenen.

12
(4.21) fl(S4)= min a)({1)+ 100 (r—S4-X4)p:5) .
X,= (o, 1o—s4) 4 r=5,+X,+1

Geval S4= 0:

Als X4 = 0, dan geldt
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12 12
f_(5)= 2P 100 1 (r-S -X )p(5)= 0+100 § r p(5)=
14 X 4 4 'r r
4 r=S +X +1 r=1
4 4
= 100.7,39 = 739.
Als X4= 10, dan geldt
12
£.(s)= 2P+ 100 ) (-5 x )p=
174 X 4 "4 "r
4 r=S +X +1
4 74
2 ) "
= 250 + 100 § (r-10)p ”’= 250 + 100.0,18 = 268.
r=11
Bijgevolg
fl(O) = 268,
(4.22) .
24('0) = 10.
Na enig rekenwerk vindt men:
Tabel 4,2
E 3
S, fl(s4) z, (s4)
0 268 10
1 268 9
2 268 8
3 268 7
4 268 6
) 263 0
6 185 0
7 122 0
8 74 0
9 41 0
10 18 0
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Vervolgens beschouwen wij de relatie

5
fz(Sa) = min {a(2)+ 100 E (r-s -X)P(4)+
X 3 r
X=(0’10_SS) r=SS+X+1
(4.23)
S_ +X 5
3v () " (4
+ ) P, fl(SS+X-r)+ 2 P, fl(Oi}.

r=0 r=SS+X+1

Geval S3 = 0:

Als X = 0, dan wordt de uitdrukking binnen de accolades in (4.23)

gelijk aan

5 5
0 + 100 I rp§4) + E p:4

)f (0) = 0 + 150 + 268 = 458,
1
r=1 r=0

Als X = 10, dan geldt voor de zelfde uitdrukking

5
150 + § p{¥

f1(10-r) = 150 + 83,45 = 233,45,
r=0

Na enig rekenwerk vindt men:
Tabel 4.3
E 3
s fz(SS) z3(83)

[y
o

233,45
233,45
233,45
233,45
233,45
233,45
233,45
219,95
173,60
126,30

83,45

W 0 N U W N = OlWw

©C © O O A U O NN o

fon
o




61

Voor de funktie fS(SZ) geldt

12
£,(8,)= min {a§3)+ 100 § (r—Sz-X)p§3)+
X=(0,10—Sz) r=82+X+1
(4.24)
So+X 12
2 - 3
+ ) p(3)f (S,+X-r)+ ) p( Vs )
r 272 r 2
r=0 r=Sz+X+1
Geval S _= O:

Als X = 0, dan wordt de uitdrukking binnen de accolades in (4.24) gelijk
aan

2 @ @
0 + 100 l rp + 2 pr f2(0) = 739 + 233,45 = 972,45.

r=1 r r=0

Als X = 10, dan geldt voor de zelfde uitdrukking

- 12 @ 10 (g 12
150 + 100 z (r-10)p_ "+ 2 p. £ _(10-r)+ 2 p
r r 2
r=11 r=0 r=11

3)

r fz(o) =

= 150 + 18 + 229,88 = 397,88,

Na enig rekenwerk vindt men
Tabel 4.4

s £,(8,) z;(Sz)
357,88 10

397,88
397,88
397,88

9
8

7

397,88 6
397,88 5
397,88 4
355,32 )
306,72 0
272,65 0
0

W 0 N O Uos W N OIN

[y
(=]

247,88
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Tenslotte vindt men na enig rekenwerk

Tabel 4.5

7]

*
f4(Sl) zl(Sl)

485,17
485,17
485,17
485,17
456,15
423,88
405,88
397,03
391,80
379,88
360,17

[
o

© 0 N O U N W N M OfR

©C O O © © © O N m ©

[y
o

De strategie, die de reparateur zal volgen, wordt gegeven door de
tabellen (4.2) t/m (4.5).

Het minimum van de verwachte kosten bedraagt

10 by 6

Y 0P: o + 100 3 1000 § 0Pz, (10-r)= 398, 98.
r 4 r r 4

r=0 r=11 r=0

5. Moeilijkheden en mogelijkheden.

De oplossing van het N-stapsbeslissingsprobleem bestaat uit een

*)-

N-voudige herhaling van een tweetal operaties

I. Bepaal voor iedere waarde van S een XEIXN_k+1(S) zodat

(5.1) h ($,X) + £

N-k+1 (

(s,X))

k-1 TN—k+1

(deterministisch N-stapsbeslissingsprobleem)

*) Ter vereenvoudiging van de notatie laten wij in deze paragraaf
de index van Sj weg en schrijven dus kortweg S.
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of

(5.2) h s,X) + [ £, . (s) dP (s[s,x)

N-k+1 ‘j(N—k+2) k-1 N-k+1

(stochastisch N-stapsbeslissingsprobleem)

*)

maximaal is.

II. Bepaal de wiskundige relatie tussen de toestand S en de onder I
gevonden beslissing X. Deze relatie is dan de gezochte strategie-

*
component z _k+1(S). Bepaal vervolgens de funktie fk(S) door sub-
*

N

stitutie van X = zN—k+1(S) in (5.1) of (5.2).

De eerste operatie is in principe uitvoerbaar als de toestandsruimte

J(N-k+1) bestaat uit een eindig aantal punten (discrete toestandsruimte;

vgl. de voorbeelden). De eerste operatie is eveneens in principe uit-

N-
voerbaar als de toestandsruimte J( k+1) zich laat opdelen in een ein-

dig aantal deelverzamelingen (gebieden) waarvoor - voor ieder afzonder-
*
N—k+1(s) bepaald kan worden
zonder nadere specificatie van S (vgl. de voorbeelden).

1lijk - geldt dat de strategiecomponent z

In beide gevallen moet men een eindig aantal berekeningen uitvoeren.

J (N-k+1)

Als de toestandsruimte bestaat uit meer dan eindig veel punten

en als bovendien een opdeling van deze ruimte, zoals hierboven bedoeld,
niet mogelijk is, dan bestaat de eerste operatie uit meer dan eindig

veel handelingen en is dus niet uitvoerbaar.

J(N-k+1)

In de tweede operatie zal men, als bestaat uit een eindig

aantal punten, veelal zowel z (S) als fk(S) voor ieder van die pun-

*
N-k+1
ten afzonderlijk specificeren. Bestaat daarentegen de toestandsruimte
d(N_k+1) uit meer dan eindig veel punten en is de meermalen genoemde
opsplitsing mogelijk, dan ligt het voor de hand om te proberen de funk-
*
N-k+1(s) en fk(S) op ieder van die deelverzamelingen afzonderlijk
te definiéren. De eis echter, dat voor ieder van deze deelverzamelingen

ties z

het funktieverband moet worden vastgelegd en zodanig moet worden opge-

borgen, dat het in de eerstvolgende serie operaties oproepbaar is (zie

~k+1
*) De toestandsruimte J(N k+1) wordt beschreven door S

N-k+i”
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(5.1) met k in plaats van k-1), vormt een belemmering voor de toepas-
baarheid van deze benaderingswijze. In de praktijk blijkt namelijk, dat
voor hoge waarden van k het aantal benodigde deelverzamelingen snel
stijgt. Zodra de capaciteit van de rekenautomaat te klein is om voor
een of andere waarde van k < N de gedaante van een funktie fk(S) op
een analytische wijze vast te leggen, faalt de procedure. Het is duide-
1ijk dat dit gevaar groter wordt naarmate de dimensie van de toestands-

d(N_k+1) toeneemt.

ruimte
In het resterende deel van deze paragraaf zullen wij zoeken naar

mogelijke oplossingen van de hierboven geschetste moeilijkheden. Het

behoeft geen betoog dat de gerezen moeilijkheden weliicht snel kunnen

J(N_k+l) met meer dan ein-

worden opgelost, als wij de toestandsruimte
dig veel punten mogen inruilen voor één met eindig veel. In eerste in-
stantie zullen wij derhalve in deze richting naar een oplossing zoeken.

Stel om de gedachten te bepalen, dat de toestandsruimte:J(N-k+2)
een begrensd gebied is in een 2-dimensionale Cartesische ruimte. Stel
vervolgens dat in deze 2-dimensionale ruimte een 2-dimensionaal rooster
is gegeven. Ieder roosterpunt i kan beschouwd worden als een centrum

van een halfgesloten rechthoek Oi (zie fig. 5.1). De rechthoeken zijn

N- —
disjunct en overlappen de toestandsruimteis( k+2? Binnen J(N k+2) ligt
slechts een eindig aantal punten i él =1, ..., MN-k+2)'

5 (N-k+2)

fig. 5.1

J(N—k+2)

Roosterpunten in een
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In onze eerste poging een oplossing te vinden voor de moeili jkhe-
den gaan wij het gestelde N-stapsbeslissingsprobleem vervangen door een
ander. De toestandsriimte J(j) van het gewijzigde probleem bestaat
slechts uit roosterpunten van de toestandsruimte van het oorspronke-
lijke probleem (discretisering.). Om het nieuwe probleem rond te krijgen,
dienen wij nog aan te geven hoe de bijbehorende transformatie TJ(S,X)
of de bijbehorende kans P,(O'IS,X) gedefinieerd is.

Met iedere transform;tie T.(S,X) van het oorspronkelijke probleem
correspondeert een transformatie TJ(S,X) van het nieuwe probleem, die

gegeven wordt door
(5.3) T (s,X) =i als T_(5,X)eO,.
J ’ J 1

Aan iedere kansverdeling P,(O'|S,X) van het oorspronkelijke probleem
zijn de kansen ﬁj(i|S,X) van het nieuwe probleem toegevoegd, en wel zo-
danig dat (vgl. (4.3))

(5.4) P (0 ]S,X) = B (i|s,X) met i =1, ..., M.
Jj i - J J

Voor de roosterpunten S blijven de verzamelingen van toegelaten
beslissingen XG(S) ongewijzigd. In plaats van de operaties I en II be-
*

schouwen wij de volgende

1. Bepaal voor ieder roosterpunt S in J(N—k*l) een XeixN_k+1(S) zo-
danig dat -
. T s
(5.5) by, X+ F_ d 630
(deterministisch N-stapsbeslissingsprobleem)
of

*) Een alternatieve aanpak is toch de operaties I en II uit te voeren,
maar nu alleen voor de punten van het rooster. Evenals de funktie
. (N-Kk+1)
fk_l(S) wordt de funktie fk(S) voor de gehele ruimte 3
"verkregen'' door middel van interpolaties tussen de gevonden roos-
terwaarden.
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MN—k+2

G.6) h ,x) + ]

Neksl L b _k+1(i!s.x)fk_ 1)

N 1

(stochastisch N-stapsbeslissingsprobleem)

maximaal is.

II°. Bepaal de wiskundige relatie tussen de toestand (roosterpunt S)

en de onder Ia gevonden beslissing X. Deze relatie is de strate-
* -
N_k+1(S). Bepaal de funktie fk(S) door substitutie

*
= Z S) i . .6).
van X zN—k+1( ) in (5.5) of (5.6)

giecomponent %

Toestandsruimten J(j) met een hogere dimensie dan twee kunnen op
een analoge wijze worden gediscretiseerd. Wij beschouwen dan roosters
van hogere dimensie.

Nu rijzen de volgende vragen: ‘'Kan met behulp van de funktie fk(S)
een goede benadering voor fk(S) gevonden worden?' en "Zo ja, wordt voor
iedere S de afwijking van fk(S) onbeperkt klein naarmate het rooster
fijner wordt gekozen?" Tenslotte willen we gaarne weten of bij een
fijne roosterverdeling grote fouten worden gemaakt als voor een (niet-
roosterpunt) S de beslissing X wordt bepaald door middel van interpo-

*
latie van zN—k+1($'

In fig. 5.2 wordt geillustreerd dat voor een één-dimensionale
5(N—k+1) interpolatie tot slechte resultaten kan leiden. De dik getrok-
;—k+1(S) voor, terwijl de stippellijn voor iedere
S de beslissing X aanwijst, waarvoor (5.1) minimaal is. Stel dat voor

ken lijn stelt X = z

de equidistante punten i (zie fig. 5.2) geldt

v* * s PO

B.7) zN-k+1(1) = z N—k+1(1) v (i=0,1, 2, ...).
*

Wanneer nu zN_k+1(2§) wordt geschat door
v* v*

5.8 izN—k+1(2) * izN—k+1(3)’

dan wordt juist het minimum gevonden in plaats van het maximum.
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fig. 5.2

Een niet geslaagde interpolatie

Uit dit voorbeeld volgt dat het gebruik van een rooster voor de

*
bepaling van de funkties f (S) en zk(S) slechts dan gerechtvaar-

digd is, als men weet dat gek;:sbetreffende funktie continu is. Het is
niet mogelijk, om zonder nadere specificatie van het N-stapsbeslis-
singsprobleem aan te geven, wanneer dit het geval zal zijn. Wij zullen
voor een speciale groep van N-stapsbeslissingsproblemen voldoende

*
voorwaarden opstellen voor de continuiteit van £ k+1(S) en zk(S). Wij

N-
beschouwen daartoe het volgende probleem:

Bepaal het maximum van

N
. X
(5.9) j:zlgi( j)

onder de voorwaarden

N
(5.10) JaX <benX_ 20,

je1 3 3 7 i=
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waarbij aj > 0.

Wij herleiden dit mathematische programmeringsprobleem tot een

deterministisch N-stapsbeslissingsprobleem van de volgende vorm:

0 als j=1,
S .
J Jil
a X als J 22,
k=1 k k
(5.11)  d b~8
X (s, = {x]o < x < —3},
JJ a_
J
h.(S., X)) =g.(X,
j( ’ ) gJ J)’
T.(S.r X.) =S + a,X .
L J I J J J3J

Een voldoende voorwaarde voor de continufteit wordt vermeld in de vol-

gende stelling:

Stelling 5.1

Als de funkties gj(X) continu zijn in X voor 0 £ X ;=§T’ dan zijn
de funkties fi(s) continu in S. J
Bewi js:

Het bewijs door middel van volledige inductie verloopt als volgt.
Eerst wordt het gestelde bewezen voor k = 1 en daarna voor k = n onder
de aanname dat het gestelde voor k = n - 1 juist is. Door het bewezene
herhaaldelijk toe te passen kan men laten zien dat de aanname geldt
voor k = 2, 3, ...

Voor fl(S) met S willekeurig geldt

(5.12) fl (S) = max gN(X)
Xe X (S)
1
en dus
(5.13) f_(S) = max x).
177 x2S N
=

Bijgevolg vinden wij voor § > O
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"
=
o
»

5}
~
>
~
|

|£. (s+8)-£ (S) ] max g (X) =
1 1 N

0<X<b—S 0<X<b—S-6
AT SAS
N N
= max max gN(X), max gN(X) - max
O;X;b_s-é b-S—G;X=Z—S 0;§<b-8-5
N 2N N N
(5.14)
= max {0, max gN(X) -  max gN(X) <
b;S—5=x;b—S 0:;be--S'-d
N 2N N
b-S-
< max gN(X) - gN( 2 5)-
bo§=6 y b8
N N

Uit de continuiteit van gN(X) volgt dat voor iedere ¢ > O een

§' > O gevonden kan worden zodanig dat voor

(5.15) x - =8 &
& T 2N
geldt
b-S
(5.16) le (X) - g )| < e/2.
N NaN =

Uit (5.14) en (5.16) volgt voor § < §'

(5.17) |f1(S+5) - fl(s)l <

A
™

Dus voor iedere € > O kan een §' > O gevonden worden zodanig dat, als
0 <8 < 68", de ongelijkheid (5.17) geldt. Op dezelfde wijze kan voor

§ < 0 een overeenkomstig resultaat verkregen worden. Bijgevolg kan
voor iedere S en € > 0 een §' > 0 gevonden worden zodanig dat, als

]6| < §', de ongelijkheid (5.17) van toepassing is. Dit impliceert dat
fl(S) een continue funktie is. Hiermee is de eerste inductiestap be-
wezen,

Als fn_l(S) een continue funktie van S is, dan is



70

(5.18) (X) + f -,(S+a X)

EN-n+1 N-n+1

een continue funktie van S en X.

Voor iedere S geldt

(5.19) £ (8) = ma;—s {Ego e X + £ (S+ay 0}
0<X < —
N-n+1
L. *)
Bi jgevolg vinden wij voor § > O
]fn(s+c) - fn(S)| =' max {gX)+£(s+6+axX)} - max {g(X)+f(S+aX)
0<){5_b_s_QS 0<x<2=8
. [
(5.20) =| max {e(y - ;)+f(s+aY)} - max {g(X)+£(s+ax)}
§<Y<E:§ 0<x<b-S
1< <.
= |a - B|,
waarbi j
(5.21) A = max {ex - f) + f(S+ax) },
§ b-S
Sex 28
a=< = a
(5.22) B= max {g(X) + £(S+aX)},
osx<2=S
T~ a
en
A-B als A-B 2 0,
(5.23) a - B| =
B-A als A-B £ 0.
De volgende relatie geldt
(5.24) max {p(x) + q(X)} < max p(X) + max q(X).
XeB XeB XeB

Stel A-B 2 0, dan geldt

*)

Terwille van de eenvoud van de notatie schrijven wij in de rest van

¢ e s . .
het bewijs in plaats van g .., & .., f . resp.g, a, f
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|a-B| = A-B = max {ex - %)‘g(X)+g(X)+f(S+aX)} - max {g(x)+£(s+ax) }
§<X<b-_S O;X;b—s
a=— = a a
(5.25) < max {ex - %) - g(X)} + max [g(x) + £(s+ax)} +
8y bS8 8 gb8
a=— = a a&s =

$
- max {gx) + f(s+aX)} < max {ex - ;) - g} = Yy-

Als A-B < O, dan geldt

. 8
|a-B|= B-A = max  {g(X)-gX - %)+g(x - %)+f(s+ax)} - max {g(X - D+E(sS+ax)}
0<x <28 8 g b8
== a a
$
< max {gx)-g(x - —Z)} + max [ex - ;)+f(S+aX)} +
0<X b-S O_Xgp-s
== a == a
(5.26) - max {gx - §)+f(s+ax)} <
§ b-S
—<X<
a==a
§
< max {g(X)-g(X - g)} + max {g(x - ;)+f(S+aX)} +
0<X<b_S 0<X<—
2 <
- {g(o) + f(S+(S)} = yz.
Bijgevolg geldt
(5.27) |t (s+8) - fn(S)l = |a-B| < max(y;, ¥,).

Daar g(X) continu is in X en g(X) + f(S+aX) continu in S en X, is bij
elke ¢ > O een §' > O te vinden zodanig dat voor 0 < § 2 §' geldt

§)- <
(5.28) v, S€eny, L€ endus Ifn(S+ ) fn(s)| <e.

Op dezelfde wijze kan voor § < O een overeenkomstig resultaat ge-
vonden worden., Bijgevolg kan voor iedere S en € > 0 een §' > O gevonden
worden zodanig dat, als |5| < &', de ongelijkheid (5.28) van toepas-
sing is. Dit impliceert dat, als fn_l(S) continu in S is, dit ook geldt
voor fn(S). Met behulp van het principe van volledige inductie kan het

bewijs van stelling 5.1 nu worden voltooid.
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Definitie 5.1a
Een funktie p(Y) heet convex op een verzameling YcE® als voor
iedere re¢le A met 0 < A <1 en elk tweetal punten v, =1, 2),

YieB en Y= )‘Yl + (1—>\)Y2e}_1 geldt

(5.29) POY+(-NY) < ho(¥,) + -No(y).

Definitie 5.1b
Een funktie p(Y) heet strikt convex op Y als voor iedere )\ met
0 < X <1 en elk tweetal punten Y_, Y

1 Yy met Y1 # Yy YieH (i=1, 2) en
Y =AY, +(1-1)Y_ €Y geldt

1 2
(5.30) o(AY1+(1->\)Y2) < Ap(Yl) + (l—X)p(Yz).

Definitie 5.1c
Een funktie p(Y) heet (strikt) concaaf als -p(Y) (strikt) convex

is.

Stelling 5.2
b_

Als de funkties g (X) (strikt) convex zijn voor 0 < X ;=a , dan

zijn de funkties fk(S) (strikt) convex in S. J
Als de funkties gJ(X) (strikt) concaaf zijn, dan geldt dit ook

voor de funkties fk(S).

Bewijs:

Wij zullen alleen de bewering bewijzen, behorende bij het geval
dat de funkties gJ(X) convex zijn. De overige beweringen laten zich
analoog bewijzen. Het bewijs wordt wederom met volledige inductie ge-
leverd.

Uit de definitie van fl(S) volgt:

fl(AS'+(1-A)S") = max . By® =
0<Xib-(xs +(1-2)s™)
== a
N
(5.31)
= max , gN(X),
2N N

vaarin 0 X A < 1 is,
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Wij voeren nu twee variabelen Y' en Y" in die voldoen aan

— L
(5.32) 0 <Y’ 1b S
< =ay
en
(5.33) 0<y" <28
- = a
N
en wij stellen
(5.34) X =AY + (1-0)Y".

Uit (5.32) t/m (5.34) volgt

(5.35) o;x<x(—b'—s—l

+ (1_)\) _@;S_)_ .

aN &N

Omgekeerd kan elke X,die voldoet aan (5.35), geschreven worden als een
som (5.34), waarbij voor Y' en Y" de ongelijkheden (5.32) en (5.33)

gelden. Bijgevolg geldt

fl(As'+(1—>\)s”) = max gN(X) =
- 0<X< )\Q;‘_S'l + (1-)) (=S )

N N

= max {gN(AY' + (l-A)Y")} <

(5.36)

[
=4
o
L]

-
>

[

2

”~~
<
ot
+
~
=

1
>

N

[

-4
~~
.<<
-~
S

(Y') + (1-)) max gN(Y") =

(EY,<b“S’ 0<,Yn<b's
aN - = aN

N

= Afl(S') + (l—l)fl(S ).
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Bijgevolg 1is fl(S) convex in S.

Als wij aannemen dat de convexiteit van fn_l(S) in S bewezen is,

dan is

X)

(5.37) n+1(x) + fn_1(8+a

EN- N-n+1

een convexe functie in X en S,
Immers (schrijf voor de eenvoud van de notatie g, a, f in plaats van

- . _ " - 18" -1)8"
resp. gy .10 AN_ni1’ fn—l) voor X AX'+(1-2)X" en S AS'+(1-2)S",

0 <A <1, geldt
g(X) + £(S+aX) < Ag(X') + (1-M)gX") + £{A(S'+aX")+(1-1) (s"+ax")} <

(5.38) Ag(X") + (1-0)g(X") + Af(S'+aX') + (1-A)£(S"+ax") =

I

= Mg + £(s'+ax D} + @-0{gx™) + £(s"+ax"} .
Bijgevolg is (5.37) convex in X en S.
Voor fn(S) geldt

(5.39) £ (A8'+(1-2)s8") = max {g(X)+£(A8"+(1-1)8"+ax) } .

- |_ - ”
Q;Xib AS ;1 A)S

Men kan gemakkelijk aantonen (zie het bewijs van fl(S)), dat in plaats
van (5.39) ook geldt

£.08'41-0)8") = max {gOX'+(@-DX)+LOS +(1-1)8"hax +(1-0)ax")} <
o<x' <278’
- T a
0< uib"s
I : }

(5.40) < max {){g(X')+f(S '+ax' )]+(1->\ )[g(xn)+f(s"+ax")]} -
0< ,ib—s'
- T a
Oixn_b-s
- — a

Afn(s') + (l-A)fn(S ).

Bijgevolg is fn(S) convex in S.
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De stelling is juist voor k = 1, De stelling is eveneens juist
voor k = n, wanneer de geldigheid voor k = n - 1 aangetoond is. Der-

halve is het gestelde waar voor k = 2, 3, ...

Stelling 5.3

Als de funkties g (X) continu en strikt concaaf zijn voor

0<X<— (=1, 2, ..., N) (en dus £ _(S) continu en strikt concaaf

sn

* *
in 8), J dan is de component zj (S) van de optimale strategie z

een continue funktie van S,

Bewijs:
Beschouw de uitdrukking
(5.41) i1 B+ By Bray 10
Deze funktie is continu en strikt concaaf in X en S, Laat voor S = S0
b-S
het maximum van (5.41) onder O < X < — bereikt worden voor X = X
SN-k+1
met andere woorden
5.42 S = X S
(5.42) 56500 = Enpe1 Ko) + T Sorana X
*
De funktie zN—k+1(S) is continu in S0 als voor iedere € > 0 een

§ > 0 gevonden kan worden zodanig dat, als IS-SOI < §, geldt

*
(5.43) Zy ey % < e
*
Wij zullen nu aantonen dat, als ZN—k+1(S) niet continu in S0 is,
*
men tot ongerijmdheden komt. Als de funktie z (S) niet continu is

N-k+1
in So, dan bestaat er een € > 0 zodanig dat voor iedere n een Se

(n) ge-

vonden kan worden, waarvoor geldt

(5.44) ]se(“) -5 <2
en
(5.45) |2y, k+1(se(“)) x| > e
Schrijf voor zN K+ 1(S (n)
z* (s (n)) =X (n).

N-k+1 € €
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Er geldt

(5.46) £ (s ™) x ™y ¢ (s+a @

ke = BN-k+1 e k-1 otk Xe -

De rij {xe(n)}:—1 is begrensd, en bezit dus een convergente deelrij

@) (n,)
(5.47) {x, }ooy met lim X_ =X .
t

De rij {s. ™} neett s als limiet

€ 0 *
Uit (5.45) volgt eenvoudig:
(5.48) Ixe - x| 2.
Bijgevolg geldt

(5.49) X_ # Xy
Uit

(nt) (nt)
(5.50) 0<ay, X + 8 <b

volgt bovendien

. < X < b.
(5.51) 02 ay 1% +So=b
De beslissing Xe is dus toegelaten voor S = SO.
(nt) (nt)
Uit 1im X_ = X_, lim S = S_ en de continufteit van de
g oo € o

funkties fk(S), gN_k+1(X) en fk-l(SO{aN-k+1X) volgt met behulp van
(5.46):

. = X S .
(5.52) 1,89 = &y g1 ¥ * Ty G0t Byar®ed

Men kan gemakkelijk nagaan dat ook de beslissing XXE + (1-M)X ,

waarin O < A < 1, toegelaten is voor S = So. Uit (5.42), (5.49), (5.52)

en het strikt concaaf zijn van (5.41) volgt nu

(5.53) (AX€+(1-A)XO}f (S +a (Ax€+(1—x)xo))>fk(so).

EN-k+1 k-1 0" 2N-k+1

De beslissing AXE +(1—)\)XO is dus een betere dan X0 en dit is in
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strijd met de definitie van X
*

ZN-k+1
getoond.

0 Daarom is de veronderstelling, dat

(S) niet continu is in SO’ onjuist. Het gestelde is hiermee aan-

Samenvattend kunnen wij stellen dat voor het N-stapsbeslissings-
probleem (5.11) de continuiteit van de funkties gj(x) (G=1, 2,...,N)

een voldoende voorwaarde is voor de continuiteit van f (S) (stel-

ling 5.1). Voor de continuiteit van z;(S) moeten wij bgvi:;ien eisen
dat de funkties gj(X) strikt concaaf zijn (stelling 5.3).

Tenslotte nog een paar opmerkingen over de bepaling van de opti-
male Xj bij gegeven Sj. Daartoe formuleren wij eerst de volgendg stel-

ling:

Stelling 5.4

a) Laat f(x) concaaf zijn op een gesloten convexe *) verzameling VtEn.
Dan is elk relatief maximum van f(x) op V tevens het absolute maxi-
mum van f(x) opV.

b) Als f(x) strikt concaaf is op YV, en f(x) een absoluut maximum op V'
aanneemt, dan is het punt, waarin dit maximum aangenomen wordt,
uniek.

c) Als V naar beneden begrensd is (d.w.z. er is een punt ae.En met
a < x voor alle xeY ),wordt het absolute minimum in één of meer
extreme punten van 'V aangenomen.**

Voor convexe funkties géldt een overeenkomstige stelling. Deze

verkrijgt men uit stelling 5.4 door concaaf, maximum en minimum te

vervangen door resp. convex, minimum en maximum.

Bewijs:
a) Stel dat f(x) opr een relatief maximum in Xq aanneemt en veronder-
stel dat dit maximum niet het absolute maximum is. Dan bestaat er
1 _* k-1

* *
een punt x € V met f£(x ) >£(x,). Beschouw het punt x, = i X + =— X,

*) Een verzameling V' heet convex als voor ieder tweetal punten (x
uit V' en voor iedere )\, met 0sA<1, geldt: x=xx1+(1-x)x2€fvi
**) Mits het minimum bestaat en eindig is.

17%2)
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(k een natuurlijk getal). V' is convex, zodat xkc'V: Uit de concavi-
* -
teit van f(x) volgt: f(xk) ;=§ f(x ) + Eii f(xo) > f(xo). Neemt men

k voldoende groot dan volgt dat iedere omgeving van x. een punt be-

(4]
vat met f(xk) > f(xo). Met deze tegenspraak is de bewering bewezen.

b) Stel dat f(x) het absolute maximum op'\”aanneemt in x1 en Xg) waar-
X, +X
bij x, # X,. Beschouw x, = 5 met xse\f. Daar f(x) strikt concaaf

is, geldt
£(xy) > éf(xl) + if(xz) = f(xl), wat leidt tot de gewenste

tegenspraak.

c) Voor het bewijs van deze bewering wordt de lezer verwezen naar

*)
G. HADLEY .

Als de funkties gj(X) convex zijn in X, dan zijn de funkties

(5.54) X) + fk_l(S+a X), voor k=1, ..., N,

EH-k+1 N-k+1

met fO(O) = 0 eveneens convex in X (stelling 5.2). Verder is de verza-

meling van toegelaten beslissingen:KN_k+1(S)
(5.55) Xy 1 ={xlo <x ;;ii}
N-k+1

een gesloten convexe verzameling. Uit stelling 5.4 volgt tenslotte dat
(5.54) onder (5.55) zijn maximum bereikt hetzij voor X = 0, hetzij voor

X = ——E:§-, hetzij voor beiden.

AN-k+1
Als de funkties gj(X) concaaf zijn, dan zijn voor een gegeven
waarde van S de funkties (5.54) eveneens concaaf (stelling 5.2). Uit
stelling 5.4 volgt dat wij kunnen volstaan met het bepalen van een re-
latief maximum van (5.54) onder (5.55). Dit kan als volgt geschieden:
Beschouw achtereenvolgens de nog nader aan te geven series van

(1)

punten X in (5.55). Voor iedere serie i bepalen wij het punt X waar-

*) G. HADLEY, Non-lineur and dynamic programming, Addison-Wesiey,
Reading (Mass.), 1964.



79

voor (5.54) zijn maximum bereikt. Als de ide serie gegeven wordt door

dié punten
(5.56) x, =xWD____ b8 x4
ir (100)1-13 100
N-k+1
waarbij r = 0, 1, ..., 100
eni=1, 2, ...,
met
Xm)=Z§ﬁ—ywuwmmgﬂdtoiX,i —EﬁL,unb&
N-k+1 B S
reikt (5.54) onder (5.55) zijn maximum voor 1lim X(i).
isw

Eerder in deze paragraaf hebben wij opgemerkt dat het oplossen van
N-stapsbeslissingsproblemen moeilijker wordt naarmate de dimensie van
de toestandsruimte J(j) toeneemt. Dit wordt nog duidelijker wanneer be-
sloten wordt het probleem op te lossen door discretisering van de toe-
standsruimte. Zijn de toestandsruimtencf(j? n-dimensionaal en beschouwt
men voor iedere toestandscomponent 100 verschillende waarden, dan komt
men tot roosters van (100)" punten. Het behoeft geen betoog dat elke po-
ging om tot een verlaging van de dimensie van de toestandsruimte te ko-
men, dient te worden begroet.

In het hierna volgende wordt aangetoond dat met behulp van de mul-
tiplicatorenmethode van Lagrgnge in een aantal gevallen de dimensie van
de toestandsruimte kan worden verlaagd. Ook nu zullen wij het een en
ander toelichten aan de hand van een voorbeeld.

Wij beschouwen het volgende mathematische programmeringsprobleem:
Probleem I

Bepaal het maximum van

N
(5.57) F(X) = | g (X)),

onder de bijvoorwaarden
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(5.58) L.

]
o

-
[
v

waarbij a,. > 0 (i =1, 2).
ij =

Wij herschrijven dit probleem tot een N-stapsbeslissingsprobleem
van de volgende vorm:
d
Beschouw een systeem waarvoor geldt, dat voor het j € beslis-

singstijdstip de toestandscomponenten S_ . en SZj van Sj gegeven worden

1j
door: j-1
515 ° k2=:1 215k
(5.59) -1
Sq5 = k£1 2ok K
met S10 = S20 = 0.

De verzamelingen van toegelaten beslissingen.xa(sj) worden gekarakte-

riseerd door:

< b, - S, ;0

b
1 1j X2

(5.60) )CJ.(S_J,) = {x]0ca < 3% < by - 8,1

X
153
waarin j =1, ..., N-1,

en

(6.61) XS = {X\|0 < a  Xe<b -85 a, X =b, - S J.

De opbrengstfunktie hj(Sj,Xj) en de transformatie Tj(sj’xj) worden

Ia

respectievelijk vastgelegd door

.62 h (8.,X) =g (X,
(5.62) 355 J) gJ( J)
en
T, (S,,X.)= . . . AL).
(5.63) J( j J) (S1J + alJXJ SZJ + azJXJ)

Naast probleem I zullen wij tevens in onze beschouwingen betrek-
ken:
Probleem II

Bepaal het maximum van
N

N
5.64 F(X, \) = (X)) - X,
¢ ) ( ) jz=1 g 5 .Z=1 22575
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onder de bijvoorwaarden

N

(5.65) ng aljxj é’bl en Xj >

waarbij aij 20, 4 =1, 2).

Met dit probleem correspondeert het N-stapsbeslissingsprobleem
waarvoor geldt dat
a) de toestandscomponent Sj gegeven wordt door

j-1
(5.66) S, = a_ X ;
J kel 1k k
b) de verzameling van toegelaten beslissingen‘]%(sj) gegeven wordt door

X <b

. s) =
(5.67) ch( j) {xj[o Sa X Ly

- Sj}’ waarin j=1,...,N;

c) de opbrengstfunktie hj(sj' %j) en de transformatie Tj(sj’ Xj) res-

pectievelijk vastgelegd worden door

(5.68) h (5, X)) =g (X)) - ra X,
g oJ 3 J o3 233
en
(5.69) T (S,, X)=S+a_ X_.
g i 3 J 13

De N-stapsversie van probleem I vraagt om 2-dimensionale toe-
standsruimtencf(j), terwijl bij de N-stapsversie van probleem II kan
worden volstaan met l-dimensionale toestandsruimten. Vanuit rekentech-
nisch standpunt gezien is probleem II té verkiezen boven probleem I.

Wij zullen nu de volgende stelling bewijzen:

Stelling 5.5
*k * %

Als X een optimale oplossing van probleem II is en X voldoet
aan
(5.70) ; F oo

. a,.a. =D,
je1 23 J 2
*k
dan is X tevens een optimale oplossing van probleem I.
Bewijs:
*k
Uit (5.65) en (5.70) volgt dat X voldoet aan de voorwaarden

*

(5.58). Dus als X een optimale oplossing van probleem I voorstelt, dan
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geldt
* * %

(5.71) F(X) > F(X )
en, omdat N . N "
(5.72) ] a,.X. = J a, X =b,,

ja1 230 45 2 2
geldt tevens

* %* N * Xk %k N * %%k
(5.73) F(X ,A) = F(X) -1 Ja, X >FX )-a J ay X, = F&X ,)).
jop 233 = Ly 233

Aangezien X* voldoet aan (5.65), volgt uit (5.67) dat X* tevens vol-
doet aan de voorwaarden van probleem II. Omdat X** een optimale oplos-
sing is van probleem II moet het gelijkteken gelden in (5.73) en dus
ook in (5.70). Dit voltooit het bewijs.

Het is duidelijk dat met iedere X\ in (5.64) een oplossing van pro-
bleem II correspondeert. Na stelling 5.5 rijst de vraag:'Bij welke A
*k
behoort een oplossing X die voldoet aan (5.70)?". In verband met de-

ze vraag bewijzen wij de volgende stelling:

Stelling 5.6

Als X' en X" optimale oplossingen zijn van probleem II met A = )’

respectievelijk A = A", en als bovendien A" > A', dan geldt

N
(5.74) ) 2, %"

a_X,'>
j=1 233 T

.
1| 12
-

Bewijs:
Aangezien zowel X' als X" voldoen aan (5.65), volgt uit de defi-

nitie van X' en X"

N N
F(X') =\ | azjx; 2 F(X™ -2 ] 2%

J:]_ j:]_
(5.75)
?' . N
F(X") - A" a .X_" > F(X ) - An a ,
j=1 233 le 2J J
en dus N N N
F(X') - X .glazjxj 2 FX'") -2 -Zlazjxj + ("-A") Z a, j
J= j=
(5.76)
N
2 FX') - Zazjj+(>\—)\)2aJJ.

=1
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Uit (5.76) volgt onmiddellijk
N N

(5.77) G"-x § oa, X > ") § oa, X"
. 2% 2 . 2i%;
jop 233 j= i

Bijgevolg geldt, daar A" > )',

I~ 2

N

(5.78) ] oa, X' > a
0 X 2 X

jo=1 2379 j=1 23

waarmee het bewijs is geleverd.

Wij merkten reeds op dat bij iedere A een optimale oplossing X(\)
van probleem II behoort. Verder correspondeert met iedere X(\) een getal

N

.79 . .
(5.79) jzl azjxj(x)

Indien wij A laten vari&ren dan stelt (5.79) een funktie bz(l) van A
voor. Stelling 5.6 zegt ons dat de funktie bz(l) een monotoon niet-
stijgende funktie is van A. Stelling 5.5 stelt vast dat de optimale op-
lossing van probleem I ook een optimale oplossing van probleem II is,

wanneer A voldoet aan

(5.80) bz(A) = by.
On een optimale oplossing van probleem I te verkrijgen zouden wij

als volgt te werk kunnen gaan. Probleem II wordt achtereenvolgens opge-
lost voor verschillende waarden van A. Na iedere oplossing wordt met be-
hulp van (5.79) de bijbehorende waarde bz(k) bepaald en op grond van de
reeds aanwezige gegevens dié waarde )\ geschat, waarvoor (5.80) geldt.
Deze geschatte A is de A-waarde, die gebruikt moet worden in het volgen-
de probleem uit de serie. Tenzij de funkties gj(Xj) (=1, ..., N) con-
caaf zijn, is het niet a priori zeker of de op deze wijze verkregen rij
van A's convergeert naar één die voldoet aan (5.80). Wanneer de conver-
gentie wel plaats vindt, dan hebben wij een oplossing van een moeilijk

probleem verkregen door een groot aantal malen een probleem van een een-—

voudiger vorm op te lossen.

Opmerkingen

1) Iageval men in de problemen I en II minimaliseert dan geldt stelling
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5.5 vanzel fsprekend ook, maar bz(X) is in dit geval een monotoon
niet-dalende funktie van X,

2) Beschouw het volgende probleem:

Probleem III '

Bepaal het maximum van

N
(5.81) FX) = ) g (X))
P

onder de bijvoorwaarden

1oz, s .
& aijxj < bi i=1, ..., m),
(5.82) -
X, 20.
j =
Naast probleem III formuleren wij
*
Probleem IV )
Bepaal het maximum van
R N "y N
(5.83) FX, ) = ] g x)- ] A ] 2, X,
=t 2 i =
onder de bijvoorwaarden
N
‘21 aijxj < by (i = mo+l, ..., m),
(5.84) J=
X > 0.
J=

De keuze van m1 is vrij en wordt bepaald door rekentechnische overwe-

gingen.
>
Het gaat er nu om een vector A = (Al, ey A ) 2 3 te vinden, zo-

danig dat de gevonden optimale oplossing van probleem IV tevens voldoet

aan de extra eisen:

N
(5.85) z a, X)) <b (1=1, ..., m)

*) Vgl. de stelling van KUHN en TUCKER (zie deel 6; §11).
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en ™ N

(5.86) .g Xi{bi - jél aijxj(x)} = 0.

Men kan aantonen dat een optimale oplossing van probleem IV, die vol-

doet aan (5.85) en (5.86), ook een optimale oplossing is van probleem III.

3) Merk op dat voor het geval dat de oplossing van probleem I geheel-
tallig moet zijn (integer oplossing!), de stellingen 5.5 en 5.6 blijven
gelden. Er wordt dan wel verondersteld dat een toegelaten geheeltallige

oplossing bestaat waarvoor (5.58) geldt.

*)
Voorbeeld

Gegeven is een drietal uitvoerhavens A, (i = 1, 2, 3) waar respec-

i
tievelijk de hoeveelheden a, (i =1, 2, 3) van één en hetzelfde produkt
zijn opgeslagen. Ver van deze havens verwijderd bevinden zich een N-tal

invoerhavens Bj (j =1, ..., N), waar behoeften bestaan aan bj eenheden
3 N

van het desbetreffende produkt ( E a; = Z b.). Stel dat de vervoers-
i=1 j=1 J

kosten voor een transport van de grootte xij van de haven Ai naar de

haven B, gegeven worden door de funktie cij(xij)' Veronderstel verder
dat in elke uitvoerhaven voldoende scheepsruimte beschikbaar is en dat
ieder schip slechts één invoerhaven kan aandoen. Gevraagd wordt het

goedkoopste verzendschema te bepalen.

Toelichting

Het beslissingsprobleem in zijn wiskundige vorm ziet er als volgt uit:

Bepaal het minimum van

3 N
(5.87) D M-I ¢ D)
i=1 j=1

onder de bijvoorwaarden

*) Vgl. het transportprobleem (deel 6; §9). De kriteriumfunktie hoeft
nu niet lineair te zijn.



[N
L X . =a (i=1,2,3),
=0 M
J 3
(5.88) ‘Z X; 5= by (G=1,2, ..., N,
i=1
X .>0,
- 1)
c i j 0 . > 0.
waarbij a; > en bJ 2>
3 N N
Vanwege )} a_ = ] b_kan in (5.88) de voorwaarde ] X,.=a
. i . J . 3j 3
i=1 j=1 j=1

worden weggelaten. Immers wanneer aan de overige voorwaarden is voldaan,

dan is deze voorwaarde automatisch vervuld. Men ziet nu gemakkeiijk in

N

dat, na het schrappen van de voorwaarde z ij = a3 en het elimineren
j=1

van X3j met behulp van X3j = bj - le - ij (G =1, ..., N),boven-

staand probleem gelijkwaardig is met het volgende:

Bepaal het minimum van

N N N
(5.89) D oe X D)+ ] e X )+ § c b, -X  -X )
_ogm BT T 2502 j=1 337 15 23
onder de bijvoorwaarden
[ N
} X . =a (=1, 2),
j=1 ij i
(5.90) <
15 + ij < bJ (G=1, ..., N),
XiJ 20 G=1,2;,=1, ..., N.
-

Wij kunnen dit mathematische programmeringsprobleem herleiden tot
een N-stapsbeslissingsprobleem. De toestandsgrootheid Sj behorende bij

d
het j € beslissingstijdstip wordt dan gegeven door

Jj-1 j-1
slj = kZ1 X s2j = kz1 Xyt
(5.91) - a
S = S = .
11 21 = 0

Voor de transformatieformule Tj(sj’ Xj) vinden wij

(5.92) T(.,X)=(_,.+X,.,8, .+X_.).
Joa 1j 15’ 2 2j

.de . .
De kosten van de j beslissing worden gegeven door
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5.93 h. (8., X)) =c, (X, . X, . s (b =X -X_ ).
( ) J( it % 1J( 13) + czj( 2J) + “3‘;( %1 2‘,)

De vcrzamclingthJCj(Sj) van de toegelaten beslissingen worden gevormd

door
-
s) = X X 0<X, < -S..; X X .< b,
X)) = {0, X, 0[0 <X, ga -85 X g+ Xy < b0),
(5.94) 1 waarin i=1, 2 en j=1, 2, ..., N-1,
X = = _ .
w0 = 0 X Xy =0, - 80 Xy Xy 2 oy

waarin i =1, 2.

L s

De instrumenten gegeven in (5.91) t/m (5.94) vormen dus tezamen de

N-stapsversie van het transportprobleem. De dimensie van J(J) wordt be-

N
paald door het aantal gelijkheden Z xij =a, in (5.90); de dimensie
. j=1
van de toestandsruimte J(J) is dus twee. Indien wij met behulp van de
N
methode van Lagrange de gelijkheid z ij = a2 uit de voorwaarden
j=1

(5.90) willen elimineren, dan dienen wij het volgende mathematische
programmeringsprobleem te beschouwen:

Bepaal het minimum van

N N N N
(5.95) T ooy ;0 + T ooy v §oogyoyXy Xy ) =3 | Xy
J=1 J=1 j=1 J=
onder de bijvoorwaarden
r

N
Z X = a
s 1,
1

(5.96) <
le + ij < bj (&]

X;; 20 i=1,2; =1, ..., M.

1, ..., M,

L
Ook dit programmeringsprobleem kaﬁ herleid worden tot een N-staps-
beslissingsprobleem. De toestandsgrootheid Sj wordt voor dit probleem

bepaald door

j=1

Sj:kz—l Xk G=2, ..., O,
(5.97) -

S, = 0.
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Bi jgevolg vinden wij voor de transformatie T (S, X))
J o) J

5.98 T (S, X) =5 +X,..
(5.98) 3850 %) i M

.de L
De kosten van de j beslissing worden gegeven door

5.99 h (S ,X.) =c, . (X . . . -X, .- - X, ..
( ) J( %5 13( 1J) + ch(XzJ) + c3j(bj le ij) A 23

De verzamelingen Iﬁ(Sj) van de toegelaten beslissingen worden gevormd

door

0]

X (s) ={(X X, )0<X <a -S;X _ >0X _ +X _ <b},
J 3 2j J

1j 1j= 1 i 2= 1j 2j =

(5.100 waarin j =1, ..., N-1,
)S{(SN)

Men ziet eenvoudig in dat, ils men van dit N-stapsbeslissingsprobleem

{x 05 Xy + Xy < By}

1N 2N

Ihv

v Xa [ Xy = a; = Sy Xon

N
een oplossing kent met jzl ij = a2, men slechts ij = bj - le - ij

(j =1, ..., N) hoeft te stellen om aan alle voorwaarden

[ N
] X . =a (i=1, 2, 3)
. iJ i ’ ’ L)
J=1
3
(5.101) ') X;;=b, G=1,2, ..., N,
i=1
xij >0 (i=1,2,3; j=1,2,...,N)
-

te kunnen voldoen.
Merk op dat de toestandsruimte J(J) nu één-dimensionaal is. Het
oorspronkelijke probleem is dus opgelost, zodra wij een )\ gevonden heb-

ben met de eigenschap dat voor de bijbehorende oplossing van het zo-

N
juist beschreven N-stapsbeslissingsprobleem geldt: z ij = az.
=1

Een numerieke toepassing

Wij beschouwen een transportprobleem met drie uitvoerhavens en

vier invoerhavens. De getallen a, en bj worden gegeven door

i
(5.102) a, =3,a,=7 a,=8 b =6, b, =4, by=2 b, =6
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De transportkosten CZj als funktie van het aantal verscheepte eenheden

xij worden gegeven in tabel 5.1.

Tabel 5.1
3

2 2

x11 X12 x13 / 2X14
%
2 2
4x21 X22 3X23 2X24

2

x31 X32 x33 x34

Gevraagd wordt een geheeltallig optimaal verzendschema te bepalen.

Dit verzendschema zullen wij bepalen met behulp van de methode
van Lagrange. Voor verschillende waarden van A wordt probleem (5.96)
(een 4-stapsbeslissingsprobleem) opgelost. Wij beginnen met X = 1.
V. S dt
oor fl( 4) gel

2
= i -X - - =
fl(S4) « xml?gjc . ){2X14+ 2X24 + (6 14 X24) X24}
14° 24 44
(5.103)
= min {6 + X + ZX2 - 2X }
X X )eX.(S.) 14 24 241°
14’724 474
waarbij
X050 = {1 %, 1%, 2 05 Xy =3-5,5 X, + X,y < 6},
(5.104)
waarin i = 1, 2.
Na enig rekenwerk vindt men:
Tabel 5.2
S4 X14 x24 fl(s4)
0 3 0;1 9
1 2 0;1 8
2 1 0;1 7
3 0 0;1 6
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Vervolgens bepalen wij fz(ss)

)-X_ +f (S +X. )},

{ %
min X13 +3X23+(2-X a3+t (534X 4

(5.105) fz(Ss)
(X 3:%53)€ 5, (53)

13" %23
waarbij

(5.106) Xi3 2 0; X13 =3 - 845 X13 + X553 £ 2, waarin i =1, 2.

Na enig rekenwerk vindt men:

Tabel 5.3
S X X s
3 13 23 £,(S9)
0 2 0 7+2/2
1 2 0 6+2/2
2 1 0 8
3 0 0 8
Voor fs(Sz) geldt
{ %
(5.107) £,(S,) = (x x?lge ) X g+Kpo 2+ (A=K 5Ky, ) =Xy o+ 1, (S,4X, )},
12:%22)€%, (5,
waarbij
> . < - . N i =
(5.108) Xi2 2 0; x12 <3 82, X12 + X22 < 4, waarin i 1, 2.

Na enig rekenwerk vindt men:

‘Tabel 5.4
Sq X2 X2 fs(sz)
0 2 2 8+2/2
1 1;2 2 8+2/2
2 0;1 2 8+2/2
3 0 2 8+2/2
En tenslotte geldt
2 2 2 ]
(5.108) £,(5)) = min (%), +4%y, " (6-X ) -Xy ) T-Xy £, (54X, 1)
(xll,x21)ela(sl)

waarbij



91

. X, 20;X - S5 ) in i = .
(5.109) >0 <3 -85 X, +X, <6, waarin i =1, 2

Er geldt S, = 0. Als S, = 0 vindt men dat f4(Sl) minimaal is voor

1 1
(g =3, Xy =D en Xy =2, X5y = 1.
Met behulp van bovenstaande tabellen gaat men direct na, dat wij
voor A = 1 zes optimale oplossingen vinden. Voor drie van de zes oplos-

4 4
singen geldt Z X_.. = 4; voor de andere drie oplossingen is Z X . = 3.
2 23 2y 23

Daar bz(x) monotoon niet-dalend is en wij een X zoeken zodanig dat voor
het bijbehorende optimum bz(k) gelijk is aan 7, is onze volgende keuze
van A een A die groter is dan 1. Wij kiezen X = 4. Men vindt analoog aan
het voorgaande de volgende resultaten:

Tabel 5.5

S4 X14 X24 fl(S4)
0 3 1 6
1 2 1 5
2 1 1 4
3 0 1 3

S4 X 4 X,s f2(83)
0 0 2 4
1 o 2 3
2 0 2 2
3 0 2 1

Tabel 5.7

SZ X12 x22 fB(SZ)
0 0 4 -4
1 0 4 -5
2 0 4 -6
3 0 4 -7
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Als S1 =0 is f4(Sl) minimaal voor (X11 = 3,4X21 = 1). Voor de bij A = 4

behorende optimale oplossing geldt dan dat Z ij = b2(4) = 8.

Deze waarde van bz(k) is groter dan 7. =1
De volgende waarde van A , die wij zullen gebruiken, bepalen wij

met behulp van lineaire interpolatie

kz - Al

(5.110) A=+ {0y - bOD} gixz) -0

1

Neem Al =1 en b(1) = 4, verder X2 = 4, b2(4) = 8. Men vindt dan

S

|

=1 _ 331.

A=1+(7—4).

@
'Sy

Zo vindt men voor A = 3% na enig rekenwerk dat bz(x) = 8. Met behulp van
lineaire interpolatie (hierbij kiezen wij uit de reeds gevonden A-waarden
voor Al de grootste A met bz(k) < 7 en voor Xz de kleinste X met

b()\) > 7) vinden wij de volgende rij A's, waarvoor wij achtereenvolgens

bz(A) bepalen:

Tabel 5.8

A b, ()

4
3%

43/16

145/64
499/256
538,5/256
519,25/256
509,125/256
514,1875/256
511,65625/256
512,921875/256

w & 0 O 0w 00 & 0w 0 0w  »|wn

. .
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Deze rij A's convergeert naar \ = 2, Voor 2 < A < 4 is bz(k) = 8, ter-
wijl bz(A) = 6 voor 499/256 < X < 2, Het blijkt dat voor A = 2 de funk-

tie bz(k) de waarde 7 aanneemt. Men vindt na enig rekenwerk voor X = 2:

Tabel 5.9
S4 X4 Xo4 £,(8p
0 3 1 8
1 2 1 7
2 1 1 6
3 0 1 5
Tabel 5.10
S3 X3 %53 £,(59)
) 2 0 6+2\/2
1 22 0 5+2V2
2 0;1 7
3 0 0;1;2 7
Tabel 5.11
Sy X2 X532 £3(5,)
0 2 2 5+2\2
1 1 3 2+3\3
2 0 4 7
3 0 4 7
Als S1 =0 is f4(Sl) minimaal voor (X11 = 3, X21 = 1) en voor
x;, =2, X,; =1).

Met behulp van de tabellen 5.9 t/m 5.11 gaat men direct na, dat er
voor A = 2 vijf optimale oplossingen zijn. Voor één van deze oplossingen
is bz(k) = 8; voor twee van de oplossingen geldt bz(A) = 6. Voor de vol-
gende twee optimale oplossingen is bz(A) =7
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X133 =3 X5 =0, X3 =0, Xy =0
(5.111) <

Xg1 =1y Xpp =4 Xp3 = 1, Xy =1
en -

X112 %5 =0, X3 =1, Xy =0
(5.112) .

Xpp = 1s X5p =4, Xp3 =1, Xy = 1.

Bijgevolg zijn onderstaande verzendschema's optimaal:
Tabel 5.12

De optimale verzendschema's

Bl BZ BS B4 Bl B2 B3 B4
A1 3 0 0 0 A1 2 0 1 0
Az 1 4 1 1 A2 1 4 1
A 3
A3 2 0 1 S 3

De minimale kosten bedragen 36.

Tenslotte geven wij een 5-stapsbeslissingsprobleem waarvan de di-
mensie van de bijbehorende toestandsruimte groter dan één is, n.l. vier.
Door handig te werk te gaan zijn wij in staat het probleem op te lossen.
Ondanks de waarde van de dimensie van de toestandsruimte kunnen wij vrij
ee:voudig de funkties fN—k+1(Sk) en de optimale strategiecomponenten
zk (Sk) bepalen door eerst uit de formulering van het probleem enkele
evidente conclusies te trekken en enkele evidente beslissingen aan te

geven.

Een opleidingsprobleem.

Een koloniaal gebied, dat over vijf jaar zelfbestuur zal verkrijgen,
wordt door het moederland voorbereid op deze onafhankelijkheid. Om een
gezonde basis voor zelfbestuur te scheppen zijn een aantal plannen uitge-
werkt, waarvan er één betrekking heeft op de gezondheidszorg. Hierover
is door deskundigen een rapport samengesteld, waarin o.a. de wens geuit
wordt, dat de volgende drie cursussen worden georganiseerd:

a) opleiding tot ziekenverzorger;
b) opleiding tot instructeur-ziekenverzorger A;

c) opleiding tot instructeur-ziekenverzorger B.
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Deze cursussen duren alle één jaar en kunnen slechts in de hierboven ge-~
geven volgorde worden doorlopen. Voor het doceren zijn de volgende drie
categorieén instructeurs te onderscheiden:
1) de door het moederland uit te zenden all-round instructeurs;
2) instructeur-ziekenverzorger B;
3) instructeur-ziekenverzorger A,
Van de eerste categorie zijn er slechts vijf beschikbaar.

In tabel 5.13 stellen de getallen de maximale aantallen cursusdeel-
nemers voor, die bij een bepaalde cursus door een bepaalde instructeur

tegelijkertijd kunnen worden opgeleid.

Tabel 5.13
cursuslnstructeur 1 2 3
a 5 5 5
b 3 3 -
c 2 - -

De vakjes met streepjes geven de ''onmogelijke opleidingen' aan. Zo kan
bijv. een instructeur-ziekenverzorger A onmogelijk de cursussen b) en c)
leiden. Uit de tabel blijkt bijv. dat alleen een all-round instructeur
de opleiding c) mag leiden en dat hij daarbij maximaal 2 personen tege-
lijkertijd kan instrueren.

Verder wordt aangenomen dat:
le) het leerlingenreservoir onbeperkt is;
2e) iedere leerling geschikt is om elke opleiding te volgen;
3e) wanneer iemand eenmaal de status van instructeur bezit, hij nooit

meer als ziekenverzorger dienst zal doen.

De deskundigen vragen zich nu af, hoe de instructeurs in de ver-
schillende jaren over de opleidingen moeten worden verdeeld om in de nog
resterende vijf overgangsjaren het maximale aantal '"verplegingsjaren'
te verkrijgen (Een ''verplegingsjaar' is een jaar, waarin &én zieken-
verzorger gedurende één jaar geheel ter beschikking staat van de verple-
ging. Zo spreekt men van 8 'verplegingsjaren' als bijv. 4 ziekenver-

zorgers gedurende 2 jaar geheel ter beschikking staan van de verpleging).
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Omschrijving van het mathematische model.

Onder het systeem zullen wij verstaan ''de opleiding van verplegend

personeel". Alle personen, die bij dit systeem betrokken zijn, kunnen

worden ingedeeld naar hun status cn en naar hun funktie @n.

Tabel 5.13a

Overzicht van de diverse status

Statusaan- Omschrijving van de status
duiding
00 nog nooit bij een opleiding betrokken geweest
[y alleen opgeleid tot ziekenverzorger
02 opgeleid tot instructeur-ziekenverzorger A (maar niet
tot instructeur-ziekenverzorger B)
03 opgeleid tot instructeur-ziekenverzorger B
04 all-round instructeur
Tabel 5.13b
Overzicht van de mogelijke funkties
Funktie- Omschrijving van de werkzaamheden
aanduiding
¢0 in opleiding
¢1 ziekenverzorger
¢2 instructeur bij de opleiding van 00 tot 01
¢3 instructeur bij de opleiding van 01 tot 02
¢4 instructeur bij de opleiding van 0, tot O,
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Tabel 5.13c

Schema voor het verdelen der funkties
over de verschillende status

Status | Mogelijke funktie(s)
00 ¢0
01 ¢0' ¢1
02 ¢O’¢2
03 ¢2'¢3
04 ¢2’¢3'¢4

Wanneer wij zeggen dat iemand de funktie ¢i bekleedt, dan wil dat zeg-
gen dat deze persoon daadwerkelijk te werk gesteld is in de funktie ¢i'
ongeacht de status van de desbetreffende persoon; het is bijv. heel

goed mogelijk dat iemand, ook al heeft hij de status ¢ gedurende

4,

één of meer jaren te werk gesteld is in de funktie Oge
Met behulp van tabel 5.13a definiéren wij de toestandscomponent

Sj (j =1, ..., 5) als volgt: de toestandsvector Sj zal aangeven hoe-
.de

veel personen er op het jde beslissingstijdstip (nog voordat de j be-

slissing genomen is) bij het systeem betrokken zijn en in welke status.

Wij schrijven deze toestandsvectoren als volgt:

.
5 = (SO,l’ 81,1’ s2,1’ S3,1' s4,1)
Sg = (So,z’ 51,27 S2,20 53,2 S4,2)
(5.113) 4 :
Sg = (So,s’ 51,5 S2,50 53,5 S4,5)

zodat de toestandsvector SJ wordt weergeven door

(5.114) S5 = Go, 50 51,50 52,50 53,50 5,5

Hierin geeft de component Sh . het aantal personen aan dat op het jde

’

beslissingstijdstip de status % heeft. Omdat S0 j voor j =1, 2, ...,
?

steeds oneindig groot is, kunnen wij deze component gemakshalve uit Sj

5
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weglaten, waardoor (5.114) overgaat in

S, = (S
(5.115) . ( o S, o, S3,j’ S4,j)'

Wanneer wij dit formalisme strikt handhaven, dan zullen wij moeten

stellen:
(5.116) s, = {0, 0, o, 5},

omdat, zolang het systeem nog geen jaar in werking is, er nog niemand

is met de status Uh (h =1, 2, 3), terwijl gegeven is dat er 5 all-round
instructeurs beschikbaar zijn. Het ligt voor de hand om nu reeds vast

te stellen dat er in het eerste jaar zoveel mogelijk leerlingen moeten

worden opgeleid tot ziekenverzorger. Het gevolg hiervan is dat
(5.117) s, = {25, o0, o, s5}.

Het verdere verloop van het systeem is afhankelijk van de beslissingen
die op het tweede, derde, vierde en vijfde beslissingstijdstip genomen
zullen worden.

De op het jde beslissingstijdstip (j =1, ..., 5) te nemen beslis-

. definiér . X =
singen Xj efiniéren wij als vectoren 5 (xhij) met componenten xhij

(h=0,1, 2, 3, 4; i =0, 1, 2, 3, 4) in één of andere volgorde ge-

rangschikt; hierbij is x het aantal personen met status Oh dat in het

hij
jde jaar te werk gesteld zal worden in de funktie ¢i.

Oplossing.

De beslissingen Xj en de toestandsgrootheden Sj (3 =1, ..., 5) hebben
wij hiervoor al gedefinieerd. Uit de formulering van het probleem en de

definities van S, en X volgt dat de transformatie S, =T.(s,, X))
J J j+1 Jo3 o

gegeven wordt door de onderstaande relaties

[ s =S - h
1,541 - °1,5 - *105 * *o00j

S =
2,j+1 2,j 20j 10j
(5.118) v G=1, ..., 4),

s =
3,j+1 3,3j 20j

L 54,541 =



99

waarbij

S =S = = H = -
(5.119) 11 21 831 0; S41 5

Voor de opbrengstfunktie h_ (SJ., XJ,) kiezen wij het aantal ''ver-
plegingsjaren’’ dat het jde jaar oplevert. Bijgevolg geldt
(5.120) h, (s, X)=8S, , -x, . met j=1, ..., 5.
J J! J l,J IOJ J ’ ’
Men gaat eenvoudig na dat de verzameling van toegelaten beslis-

singen XG(SJ, Xj) (i =1, ..., 5) gegeven wordt door

[ 0= X003 < 5(52,3“ s3,j + s4,j)
0 < xle 2 min(Sl,j;B(SS’j +S4,j))
*115 = 51,5 7 *10j
0 =< x20j < min(Sz’J.; 234,;.)
(5.121) ] *225 = 52,5 7 *203
0= %355 =835 5
X335 = 53,5 7 X3z
X425 * *a35 * Xaa3 = 54,
| *a2j’ Fa35’ Faa zo.
Indien

(h,i) ¢{ 0,0);(1,0);(1,1);(2,0);(2,2);(3,2);(3,3);(4,2);(4,3); (4,9}

dan geldt
(5.122) Xpij = 0.
Verder moet gelden
5(x + X +x,..) >x .
2235 32j 423" =003
(5.123) 3(x333 + x43j) 2 %105 »
2X445 = %205

Zoals wij weten worden de funkties f (Sk) gegeven door

5-k+1

(5.124) f (s,) = max (b (S, X)+ £ (T (S, X}
5-k+1 k XX (s,) k Kk N "

met f0 = 0.
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Voor de funktie fl(Ss) vinden wij

. f_(S = - = .
(5.125) 189 . eg?x(s ){31’5 *105) S 5
5 "5 5
Bijgevolg geldt
*
. S =X = .
(5.126) z. (5)) 5 met xstEg(SS) en x 0. =0

Voor de funktie f2(S4) geldt

) = max {(S -x. )+ 8, -x

5,127 s .
(6.127) f,( 1,47 %1040 51,47 *104* %004l
x4eJC4(s4)

4

Daar het opleiden van personen met de status O0_ in het vierde jaar bij

1
voorbaat ongunstig is, kiezen wij

(5.128) X = 0.

Zo heeft het evenmin zin om in het vierde jaar nog op te leiden van 02

tot 0_. Met behulp hiervan leiden wij gemakkelijk af, dat moet gelden

3
. S = S =
(5.129) fz( 4) max {2 1’4+x004} zs1,4+ 5(82’4+S3,4+S4,4)
X €JC (8)
474y
en
([ *
z4(S4) = X4 met X4€ J%(Sq);
X004 = 5y 4 * S3.4 % Sy 405
5. - = M
(5.130) 9 *104 T ¥204 =
X324 = S3 4
X424 = 54,4
.

Uit het voorgaande volgt dat er in het vierde jaar alleen aandacht be-
steed zal worden aan de opleiding van 00 tot cl.
Op het derde beslissingstijdstip zijn er nog geen personen met de

status og (dus S3 3= 0), zoals blijkt uit het volgende schema.
’

Tabel 5.14

Beslissingstijdstip Mogelijk voorkomende status

[o} ag
1 o’ ‘a4

o (o} [0}
2 0’ %10 %4

ag (o} ag g
3 o' %17 %20 %4




101

Leiden wij in het derde jaar op van % tot Og dan zullen er op hat vier-

de beslissingstijdstip personen zijn met de status 03. In het vierde

jaar zullen alleen instructeurs betrokken zijn bij de opleiding van %
tot 01, en om instructeur bij deze opleiding te kunnen zijn is het vol-
doende de status oy te hebben. Hieruit volgt dat het geen zin heeft om
het derde jaar (all-round) instructeurs beschikbaar te stellen voor de op-
leiding van 02 tot 03. Hieruit volgt dat er op het vierde beslissings-

tijdstip ook geen personen met de status o_ zullen zijn; dus

3

5. S = = 0.

(5.131) 3,4 0 en verder X503 (o]
Met behulp van (5.131) en uit het feit dat S4 j =5voorj =1, ..., 5,
s .

vinden wij dan voor fz(S4)

. = S S .
(5.132) fz(S4) 25 + 2 1,4 + 5 2,4

Voor fs(Ss) vinden wij

I3(85) = ~ max {(sl,3"‘103)*2(81,3'xloa+xoos)+5(sz,3"‘203*"103)*25} =
X.eX, (S,)
3¢ 7353
(5.133)
=  max {25 + 38) 5+ 2xggg + 2Xpgq * 5s2’3}.
xsexa(sa)

Als er in het derde jaar X103 Personen met de status 0_ worden opgeleid

X
%k

tot 02 dan zijn hiervoor ) [—%9§]+ instructeurs nodig ).
Aangezien er in het derde jaar niemand wordt opgeleid van 02 tot 03 zul-
len er voor de opleiding van 00 tot 01

X

103 |+
(5.134) 5 + 82’3 - [ 3 ]

instructeurs beschikbaar zijn. Het zal duidelijk zijn dat elk der laatst-

genoemde instructeurs 5 leerlingen zal moeten opleiden. Bijgevolg geldt

*) [x x
103
[—%9§]+ is het kleinste getal dat groter is dan of gelijk aan 3 -
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X
_ 103+,
(5.135) Xo03 = 515 + 85 3 - [—5——} I

Hierdoor is (5.133) ook als volgt te schrijven:

X
103+
S.) = 25438 s 5| 2931+
f3( 3) 5+3 1'3+5 2'3+2x emats ){x103+25+582,3 5[ 3 ] }
3 ]% 3
(5.136) X
= 75435, _+155, +2  max {x _-5[—=22|*]
1,3 2,3 (s) 103 3 .
£35S,
Voor positieve waarden van X103 is de vorm tussen accoladen in (5.136)
altijd negatief, terwijl deze vorm gelijk aan nul is, als wij x103 =0

kiezen. Bijgevolg geldt

(5.137) f3(83) =175 + 351'3 + 1582’3
en
[ s =x X, (5.)
23(S3 = X4 met X3e 3(S3 ;
b4 = 25 + 58S ;
(5.138) ] 00 2,3
X103 = *203 = X323 = %
X493 = 5-
Voor de funktie f4(52) geldt
£,(8,) =  max {(Sl,2-x102)+75+3(31,2+xooz'xloz)*15(sz,z*xloz’xzoz’}'

2
xzeJCZ(Sz)

(5.139)

Op het tweede beslissingstijdstip zijn er nog personen met status Oy

(dus 82'2 =0 en X502 = 0), zodat
(5.140) £,(8,) =  max {75 + 48) 5 + 3xpg9 + 11x 0.}
xzeDCZ(sz)

Als er in het tweede jaar x102 personen worden opgeleid van 01 tot 02

X
dan zijn hiervoor [ ;02

]+(a11—round)instructeurs nodig. Hieruit volgt vrijwel
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i S = S =
direct (bedenk 2,2 3,2 0), dat X002 dan gegeven wordt door
x
_ 102]+
(5.141) X002 = 5{5 - [—5——] }.

Bijgevolg geldt

f4(S2) = max {15 + 4s_ _+ 11x1

X
+ 75 - 15 [—193]+} =
xzech(sz) '

02 3

(5.142) x
150 + 4S, _+ max  {lix __- 15 [_;gg]+}.
2 x eX_(s,) 102 3
26722

Voor X0 geldt (zie (5.121))

(5.143) 0 < x < min(S 3(s + S ).

1,2’ 3,2 4,2

Het is duidelijk dat wij in het eerste jaar zoveel mogelijk inlanders

zullen opleiden tot ziekenverzorger, zodat S1 9 = 25. Verder is het di-
rect duidelijk dat S =0 en S = 5. Bijgevolg geldt
3,2 4,2
(5.144) 0 <% 49 < 15.
De vorm tussen accoladen in (5.142) is maximaal voor x105 = 15. Hieruit
volgt dus dat
. S = S = S
(5.145) f4( 2) 150 + 4 1,2" 90 = 240 + 4 1,2
en
[ t X eX,(5.);
zz(Sz) = X2 me 26 5 (855
*002 xzdz = X3 = 0
(5.146) 9
X102 = 19
X = 5.
L 7432
Tenslotte vinden we
(5.147) fs(sl) = max {(Sl,d_ x101)+240+4(81’0— X101t x001)}.
xeX_(5)
1 171
= = nen wij f_(S,) schrijven als
Daar Sl,O X101 0, kun J 1505
(5.148) £,(5) =  max {240 + ax |} = 240 + 4.25 = 340.
xleJcl(sl)

Verder geldt

r

* .
zl(sl) =X, met XIEJCI(SI),

= 5,
X001 = 2
(5.149) ﬁ
X = 5;
421

srige x_., = O.
overige X,y
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De maximale opbrengst bedraagt 340.

Tenslotte geven wij hieronder het optimale beslissingsschema op

overzichtelijke wijze weer.

Tabel 5.15

Het optimale beslissingsschema

Beslissings-
tijdstip

Optimale beslissing

1

Elke all-round instructeur moet 5 inlanders opleiden van

oo tot 01.

Elke all-round instructeur moet 3 inlanders opleiden van
0. tot o, terwijl er 10 inlanders als ziekenverzorger
te werk gesteld moeten worden.

De opleiding van 0, tot O, moet worden stopgezet, terwijl
elke beschikbare instructeur (in totaal zijn dat er in-
tussen 20) 5 inlanders moet opleiden van o_ tot o,. Er
blijven 10 inlanders als ziekenverzorger werkzaam.

Elke beschikbare instructeur moet 5 inlanders van o, tot

0. opleiden. De 110 inlanders, die de status o hebgen,
ziillen allen een taak als ziekenverzorger toegéwezen Kkrij-
gen.

Alle personen met status o, (210 man) moeten als zieken-
verzorger te werk gesteld worden. Het verdere opleidings-
schema is irrelevant (zie (5.126)).

Betreffende de aantallen verplegingsjaren geven wij nog het volgende

overzicht:

Tabel 5.16

Jaar Aantal verplegingsjaren

1 0

2 10

3 10

4 /100+10 = 110

5 100+100+10 = 210
totaal 340
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